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Introduction

La théorie de Galois, née de I'étude d’Evariste Galois des équations algébriques, est

I’étude des extensions de corps commutatifs par le biais des groupes de Galois. Les résultats
les plus importants de cette étude sont le théoreme fondamental de la théorie de Galois,
qui établit une correspondance entre les sous-groupes du groupe de Galois et les exten-
sions intermédiaires de corps, et le théoreme de I'élément primitif. La théorie de Galois
finie traite les cas des extensions galoisiennes finies. Cependant, cette étude ne suffit pas
pour traiter le cas infini. Nous avons en effet besoin des notions de groupe topologique et
de limite inverse. La théorie de Galois s’étend dans d’autres branches que ’algebre, telles
que la géométrie, la cryptographie ou encore la théorie de Galois différentielle.
Le but de notre projet est d’établir la théorie de Galois pour les extensions galoisiennes
de degré infini. Dans une premiére partie, nous ferons des rappels concernant la théorie
de Galois finie ainsi que la topologie générale. Nous rappellerons par exemple la défini-
tion d’une extension galoisienne ou abélienne, du groupe de Galois d’une extension, de
la topologie produit, quotient ou induite. Ensuite, nous calculerons le groupe de Galois
des extensions finies de corps fini [, /I, et des extensions cyclotomiques Q(&,)/Q, puis
nous énoncerons le théoreme fondamental de la théorie de Galois et le théoreme de Ty-
chonoff qui dit qu'un produit d’espaces topologiques compacts est compact au sens de la
topologie produit. Dans une deuxieme partie nous étudierons la théorie de Galois infinie.
Nous commencerons par donner la définition d’un groupe topologique puis par étudier ses
propriétés. Ensuite, nous définirons les notions de systeme inverse et de limite projective
puis nous étudierons leurs propriétés en considérant dans un premier temps un ensemble
I pré-ordonné, puis par la suite filtrant a droite. Ensuite, nous définirons la topologie de
Krull, qui est une topologie sur le groupe de Galois compatible avec la structure de groupe
topologique. Nous énoncerons puis démontrerons le théoreme de Krull, qui nous donne
une correspondance entre les sous-groupes fermés du groupe de Galois et les extensions
intermédiaires de corps et enfin nous étudierons le groupe de Galois de I'extension L/L’, ol
L est la cloture séparable d’un corps et L’ la cloture abélienne de ce méme corps. Dans une
derniére partie, nous étudierons I'extension Fp /T, puis I'extension cyclotomique maximale
du corps des rationnels. Pour cela, nous introduirons ’anneau des entiers p-adiques Z, et
démontrerons un théoreme tres utile nous permettant de décrire de maniére précise leur
groupe de Galois. Pour le deuxiéme exemple, nous aurons également besoin du théoreme
de Kronecker-Weber qui dit que toute extension abélienne finie du corps des rationnels est
un sous-corps d’une extension cyclotomique et d’étudier la structure de (Z/nZ)*.
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1 Quelques Rappels

Dans cette partie, on rappellera des notions et des propriétés vues dans les cours précédents
qui seront utiles pour établir la théorie de Galois infinie.

1.1 Théorie de Galois de degré fini

On commencera par rappeler quelques notions importantes dans la théorie des corps et
quelques résultats connus dans la théorie de Galois finie. Soit K/k une extension de corps.

Définition 1.1. (i) Un corps k est dit algébriguement clos si tout polynéme non-constant
f € k[X] est scindé sur k;

(ii) On appelle cloture algébrique d'un corps k toute extension L de k telle que L est
algébrique sur k et L est algébriquement clos. On le note k.

Remarque. (i) Tout corps admet une cloture algébrique (cf. théoréme de Steinitz, L’ arith-
métique des corps par P. Ribenboim [d], page 19);
(ii) Deux clotures algébriques de k sont k-isomorphes.

Définition 1.2. Soient f € k[X] et k une cloture algébrique de k. Le sous-corps de k
engendré par les racines de f est appelé le corps de décomposition de f ou le corps des
racines de f.

Remarque. Le corps de décomposition dépend du choix de la cloture algébrique k de k,
deux corps de décomposition d’un méme polynoéme sont k-isomorphes.

Définition 1.3. L’extension K/k est dite normale si elle est algébrique et si tout polynéme
irréductible de k[X] ayant au moins une racine dans K est scindé sur K.

Proposition 1.4. Soit K/k une extension algébrique avec K C k. Alors K /k est normale
si et seulement si o(K) = K pour tout k-homomorphisme o : K — k.

Preuve. Rappelons la preuve vue en cours de corps. Notons que siz € K etsio: K — k
est un k-homomorphisme, alors o(x) est un k-conjugué de z. Supposons que K/k est
normale. Alors tout k-conjugué de z appartient & K et ainsi, o(x) € K pour tout k-
homomorphisme o : K —+ k. Réciproquement, si y est un k-conjugué de z, définissons
un k-isomorphisme 7 : k(x) — k(y) par 7(z) = y. Par le théoréeme de prolongement, il
existe un k-homomorphisme o : K — k tel que 0lpzy = 7. On a donc o(K) = K par
hypothese, c’est-a-dire, y = 7(x) = o(x) € K. D’otu K/k est normale.

O

Exemple 1.1. (i) Si k est une cléture algébrique de k, alors I'extension k/k est normale;
(ii) L’extension Q(4/2)/Q n’est pas normale. En effet, Q(4/2) contient /2 mais pas ses
Q-conjugués jv/2 et j2v/2.

Définition 1.5. Un polynoéme non constant P de k[X] est dit séparable si toutes les racines
de P dans un corps de décomposition de P sont simples.

Exemple 1.2. (i) Le polynéme X" — 1 € Q[X] est séparable, car ses racines sont e

avec k=0,1,--- ,n—1;

(ii) Le polynéme P(X) = X? —t € F,(¢)[X] n’est pas séparable. En effet, comme F,
est un corps, on en déduit que F,[t] est un anneau factoriel avec ¢ irréductible (donc
aussi premier). On a ainsi que P est irréductible dans F,[t][X] en appliquant le critere
d’Eisenstein en t. Par conséquent, P est irréductible dans F,(¢)[X]. Fixons une cloture
algébrique k de k. Si a est une racine de P dans k alors a” = t et ainsi on peut factoriser
P dans k[X] de la maniere suivante : P(X) = X? —aP = (X — a)?. Dot P n’est pas
séparable.




Définition 1.6. Un corps k est dit parfait si tout polynéme irréductible de k[X] est
séparable.

Proposition 1.7. Un corps k est parfait si et seulement si
{car(k:) = O} ou {car(k‘) =p#0 et k={d’la € k}}

Preuve. Cf. Extension de corps par J. Calais [?] (page 44, théoréme 3.27, chapitre 3).
U

Corollaire 1.8. Si k est un corps de caractéristique zéro ou si k est un corps fini, alors
k est parfait.

Définition 1.9. Un élément o de K qui est algébrique sur k est dit séparable sur k si son
polynoéme minimal Irrg(«) est séparable.

Définition 1.10. L’extension K/k est dite séparable si elle est algébrique et si tout élément
de K est séparable sur k.

Remarque. Toute extension algébrique d’un corps parfait est une extension séparable.

Exemple 1.3. (i) Toute extension algébrique de Q est séparable car Q est de caractéris-
tique zéro;

(ii) L’extension Fp(t%)/IFp(t) n’est pas séparable. En effet, on a déja vu dans le point (ii)
de l’exemple 2 que P(X) = XP —t € Fy(t)[X] est un polynome irréductible qui s’annule

en tp On en déduit que P est le polynéme minimal de tp qui n’est pas séparable.

Définition 1.11. Une extension K/k est dite galoisienne si elle est normale et séparable.

Remarque. (i) Une extension finie K/k est galoisienne si et seulement si [(Aut(K/k)| =
(K k]

(ii) Une extension finie K /k est galoisienne si et seulement si K est le corps de décompo-
sition d’un polynéme séparable P(X) € k[X].

Exemple 1.4. (i) L’extension Q(j, ¥/2)/Q est galoisienne. En effet, Q(j, ¥/2) est le corps
de décomposition du polynéme séparable X3 — 2 € Q[X]. D’apres la remarque (ii) de la
définition II0, Q(4, v/2)/Q est galoisienne ;

(ii) Toute extension quadratique d’un corps de caractéristique zéro est galoisienne. En
effet, toute extension algébrique K /k d'un corps de caractéristique zéro est séparable. Soit
d € K —k, alors K = k(d) car [K : k] = 2. Soient P(x) = 22 + ax +b le polynéme minimal
de d et d’ le k-conjugé de d, alors d + d’ = —a. On en déduit que d’ € K. Donc K /k est le
corps de décomposition du polynéme P et ainsi, K/k est une extension galoisienne.

Définition 1.12. Si K/k est une extension galoisienne, le groupe Aut(K/k) est noté
Gal(K/k) et appelé le groupe de Galois de K /k.

Définition 1.13. Une extension K /k est dite abélienne (resp. cyclique) si elle est galoi-
sienne de groupe de Galois abélien (resp. cyclique).

Théoréme 1.14. (Groupe de Galois d’extensions finies de corps fini). Soient k un corps
fini de caractéristique p a q éléments et K/k une extension de degré n. Alors l’extension
K/k est galoisienne. Son groupe de Galois Gal(K/k) est cyclique d’ordre n, engendré par
F:K — K,z 27 un élément de Aut(K/k).



Preuve. Rappelons la preuve vue en cours de corps. Notons |k| = g et |K| = ¢". D’apres
le corollaire IR, k est un corps parfait. Donc I'extension K/k est séparable. De plus, K
est un corps de décomposition du polynéme X9" — X € F,[X] donc I'extension K/F, est
normale, et il en résulte que I’extension relative K /k est normale. Donc K/k est galoisienne
de goupe de Galois d’ordre [K : k] = n.

Posons F': K — K,z + z9. C’est un k-automorphisme de K. Montrons que ord(F') = n.
Pour tout z € K, 29" = x car |K| = ¢". On en déduit que F" = idf, d’on W.

Si F¢ = idy avec d|n et d # n, alors 21 =z pour tout z € K. On en déduit que K C F 4
et ceci contredit le fait que |K| = ¢" > ¢%. Ainsi .

Par conséquent, F' engendre Gal(K/k) et donc Gal(K/k) est cyclique d’ordre n.

O

Théoréme 1.15. (Groupe de Galois d’extensions cyclotomiques). Soit &, une racine pri-
mitive n-éme de l'unité avec n € N*. Alors Q(&,)/Q est une extension galoisienne. Son
groupe de Galois Gal(Q(&,)/Q) est abélien et est isomorphe a (Z/nZ)*.

Preuve. Rappelons la preuve vue en cours de corps. Remarquons d’abord que si §, est une
racine primitive n-éme de 'unité fixé (par exemple, &, = 67%) et si 0 € Gal(Q(&,)/Q),
alors o(§,) est aussi une racine primitive n-éme de l'unité. En effet, (c(&,))" = o(&) =

o(1) = 1, donc |ord(c(&,))|n|. De plus, comme o est un Q-automorphisme de Q(&,), on
en déduit que (0(&,))* # 1 pour tout k verifiant 1 < k < n — 1. D’ot lord(a(fn)) =n
c’est-a-dire, &, est une racine primitive n-éme de 'unité. Il existe donc un unique k, € N
avec 1 < ks <n —1 et pged(k,n) =1 tel que o(&,) = (£,)%. Posons maintenant

v Gal(Q()/Q) — (Z/nZ)”

o — ke,

Y

puis montrons que ¢ est un isomorphisme.
* ¢ est un homomorphisme. En effet, si 0,7 € Gal(Q(&,)/Q), alors

(0 07)(&) = a((&)") = (a(&n)™ = (&))" = (&a)*".

On en déduit que kyor = kok-.

x ¢ est injective. En effet, si k; = 1, alors 0(§,) = &,. On en déduit que o = idge,)-

* ¢ est surjective. En effet, pour k € (Z/nZ)*, posons o(&,) = &F. Alors o est un Q-
automorphisme de Q(&,) car & est une racine primitive n-eme de l'unité, c’est-a-dire,

o € Gal(Q(¢:)/Q).

Conclusion : ¢ est un isomorphisme.

Définition 1.16. Soient K un corps et H un sous-groupe de Aut(K). Alors
Invg(H) ={zx € K|Vo € H,o(x) = x}

est un sous-corps de K. On 'appelle le sous-corps de K fizé par H. Un élément x de K
est dit fixé par H si x € Invg(H).

Exemple 1.5. (i) Le sous-corps de C fixé par le sous-groupe de Aut(C) engendré par la
conjugaison complexe est R;

(ii) On a vu dans le théoréeme I que 'extension Fyn /), est galoisienne, de groupe de
Galois cyclique engendré par le homomorphisme de Frobenius f : Fpn — Fpn,z — 2P.
Pour tout d tel que d|n, on a :

Tnve , ((f%) = {2 € By |f%(z) = 2} = {x € Fpn|a?" = 2} = F .
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Théoréme 1.17. (Correspondances de Galois). Soit K /k une extension galoisienne finie,
de groupe de Galois Gal(K/k).
(i) (Premier théoréme fondamental). L’application

{sous-corps de K contenant k} — {sous-groupes de Gal(K/k)}
F — Gal(K/F)

est une bijection, de bijection réciproque

{sous-groupes de Gal(K/k)} — {sous-corps de K contenant k}
H — Invg (H) '

C’est-a-dire,

Invg (Gal(K/F)) = F, pour tout corps F, k C FF C K,
Gal(K/Invk(H)) = H, pour tout sous-groupe H de Gal(K/k);

De plus, on a [K : F] = |Gal(K/F)| et [K : Invg(H)] = |H|. Enfin ces deux applications
sont décroissantes pour l’inclusion :

FCh — Gal(K/Fg) - Gal(K/Fl),
H1 - Hg — ITLUK(HQ) C Ian(Hl);

(7i) (Second théoreme fondamental). Soient F'/k une sous-extension de K/k et Gal(K/F)
le groupe de Galois de lextension relative. Alors F/k est galoisienne si et seulement si
Gal(K/F) est distingué dans Gal(K/k). Dans ce cas, les groupes Gal(K/k)/Gal(K/F) et
Gal(F/k) sont isomorphes, l'isomorphisme étant induit par ’homomorphisme de restric-
tion a F
¢: Gad(K/k) — Gal(F/k)
o — olr
avec noyau ker ¢ = Gal(K/F).

Preuve. Cf. Extension de corps par J. Calais [?] (page 124, théoréme 7.32, chapitre 7).
U

Remarque. L'extension F'/k n’est pas galoisienne en général. Néanmoins, K/F' est galoi-
sienne et par multiplicativité du degré, on a :
(K : k]  Gal(K/k)
[K: F]  Gal(K/F)

[F: k] = = (Gal(K/k) : Gal(K/F)).

En résumé, si K/k est une extension galoisienne finie de groupe de Galois Gal(K/k), alors
on a une bijection décroissante F' — Gal(K/F'), de réciproque H — Invg(H), entre les
sous-corps de K contenant k et les sous-groupes de Gal(K/k).



1.2 Topologie générale

Dans ce paragraphe, on rappellera quelques notions importantes et quelques résultats
connus de la topologie générale.

Définition 1.18. Soit E un ensemble. On appelle topologie sur E toute famille 7 € Z(E)
de parties de E vérifiant les propriétés suivantes :
iYber,Eer;
(ii) 7 est stable par union quelconque, ie., Vi € I,U; € 7 = U U, e,
el
(iii) 7 est stable par intersection finie, i.e., VU,V €7 = UNV € 1.
Le couple (F,T) est appelé un espace topologique, et les éléments de 7 sont appelés les
ouverts de (E, T).

Exemple 1.6. (i) Sur tout ensemble F on peut définir deux topologies 7 = {0, E},
appelée la topologie grossiére, qui est la topologie la moins fine sur E; et 7o = Z(E),
appelée la topologie discrete, qui est la topologie la plus fine sur F ;

(ii) Soit (E,d) un espace métrique. Alors

7 ={U € Z(E)Vx € U,3r > 0, tel que B(z,r) CU}
définit une topologie sur E. On appelle la topologie associée a la métrique d.
Définition 1.19. Un espace topologique (E, 7) est dit discret si T est la topologie discréte.

Définition 1.20. Soient (F,7) un espace topologique, z € E et V C E. On dit que V est
un voisinage de x pour T, s’il existe un ouvert U € 7 tel que x € U et U C V.

Définition 1.21. (i) Soient (Eq, 1), (E2, ) deux espaces topologiques et f : B} — E»
une application. Soit x € E7. On dit que f est continue en x si pour tout voisinage V de
f(z), il existe un voisinage U de z, tel que f(U) C V;

(ii) Soient (E1,71), (E2,72) deux espaces topologiques et f : Fy — FEy une application.
On dit que f est continue sur Ey si f est continue en tout point x de FEj.

Remarque. f est continue sur Ej si et seulement si pour tout ouvert U de FEso, 'image
réciproque f~1(U) est un ouvert de Ej.

Proposition 1.22. Soient (E,7),(E’,7") deuz espaces topologiques et f : E — E' une
application. Alors f est continue si et seulement si f(U) C f(U) pour tout U C E.

Preuve. Notons d’abord que :

*x f7Y(f(U)) D U pour tout U C E. Si f est de plus injective, alors f~1(f(U)) = U.

* f(f~H(U")) C U’ pour tout U’ C E'. Si f est de plus surjective, alors f(f~1(U")) = U’.
“=": Pour tout U C E,ona U C f~Yf(U)) C f~1(f(U)). Comme f est continue,

7Y f(U)) est fermé. On en déduit que U C f-1(f(U)) = f~1(f(U)). Ainsi f(U) C

FUHFW)) € f(U). Dron | £(U) € f(U) |

“e=":8Si f(U) C f(U) pour tout U C E, montrons que f~'(F) est fermé pour tout
fermé F de E. Comme f(f~1(F)) C f(f~1(F)) C F = F, on en déduit que f~1(F) C

FHFHE)) € f7HF). Dot f71(F) C f7H(F), ainsi| f71(F) = f71(F) |

D’ou I’équivalence.

O
Définition 1.23. Soient (E,7) un espace topologique et F' un sous-ensemble de E. Alors
T ={UNF|U € 7}

définit une topologie sur F. On l'appelle la topologie induite par T sur F, et on appelle
(F,7r) un sous-espace topologique de (E,T).



Remarque. Si Fy C Fy C E, alors (Tp,)r, = TH -

Exemple 1.7. (i) Considérons [0, 1] comme un sous-espace topologique de R et R muni
de la topologie usuelle. Par la définition 23, [0, 5[ est un ouvert de [0, 1] mais pas un
ouvert de R ;

(ii) Considérons |0, 1[ comme un sous-espace topologique de R et R muni de la topologie
usuelle. Par la définition =23, ]0, 3] est un fermé de 0, 1[ mais pas un fermé de R.

Définition 1.24. Soient (F,7) un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur
E. On dit que [z] = {y € E|x ~ y} est une classe d’équivalence de x € E et que x est un
représentant de cette classe. On pose

B/ ~i= {[a]lx € E)

et
o:={UCE/~ |z} U)er}

our: E — E/ ~ est la surjection canonique. Alors o est une topologie sur E/ ~, on
Pappelle la topologie quotient. Et on appelle (E/ ~,0) lespace quotient.

Définition 1.25. Un espace topologique (F,T) est dit séparé ou Ty ou de Hausdorff si
pour tout couple (z,y) de points distincts, x et y admettent des voisinages disjoints.

Exemple 1.8. (i) Un espace topologique discret (F, 7) est toujours séparé. En effet, pour
la topologie discrete, tout point x € E est naturellement un voisinage de lui-méme. Donc
siz#y,ona{z}er,{y}eret{z}n{y} =0.Dou (E, 1) est séparé;

(ii) Un espace métrique (E, d) est un espace séparé pour la topologie associée a la métrique

d(z,y)

3, alors

74. En effet, pour deux points distincts = et y dans E, d(x,y) # 0. Posons r =
x € B(z,r),y € B(y,r) et B(xz,r) N B(y,r) = 0. D’ou (E, 74) est séparé.

Définition 1.26. Soit (F,7) un espace topologique. Une famille d’ouverts (U;);cs de E

est appelée un recouvrement en ouverts de E si U U; = E. Un espace topologique (E,T)
i€l

est dit compact s’il est séparé et si de tout recouvrement en ouverts de E on peut extraire

un sous-recouvrement fini de F.

Exemple 1.9. Dans 'espace topologique R™ muni de la topologie usuelle, K C R" est un
compact si et seulement si K est un fermé borné de R"™.

Proposition 1.27. Un espace topologique (E,T) est compact si et seulement si il est séparé
et si pour toute famille de fermés (F;);er de E, on a :

{ ﬂ F; # 0 pour toute partie finie J C I} = {ﬂ F; +# @] (%)

ieJ el

Preuve. “="": Si (E, T) est compact, il est par définition séparé.
Supposons que ﬂ F; =0, alors E = U Ff et dont (F¥)iecr est un recouvrement en ouverts
il iel

n
de E. Comme E est compact, il existe unn € N et i1,--- ,4, € I tels que £ = U Fj, . On

k=1
n

en déduit que ﬂ F;, = 0. Ceci est une contradiction.
k=1
“«=": L’hypothese (x) est équivalente a :

[ﬂ F, = (D} == [il existe une partie finie J C I telle que ﬂ F;, = @}
i€l ieJ



ce qui est équivalent a :

[U Ff = E} == [il existe une partie finie J C I telle que U Ff = E}
el i€J

ce qui revient a la définition d’un compact.

O

Proposition 1.28. Soient (E,T) un espace topologique séparé et K un sous-ensemble
compact de E. Alors K est fermé.

Preuve. Dire que 'ensemble K est fermé équivaut a dire que 'ensemble K¢ est ouvert. Soit
x € K¢ Pour tout y € K, il existe un voisinage ouvert U, de x et un voisinage ouvert V,
de y tels que Uy NV, = 0 car E est séparé. Alors (V)yck est un recouvrement en ouverts

de K qui admet un sous-recouvrement fini (V,,,)7_; de K car K est compact.
n n

Posons U = ﬂ Uy, etV = ﬂ Vi, alors U est un voisinage ouvert de x, V' est un voisinage
i=1 i=1

ouvert de K (un ouvert contenant K) et U NV = (). On en déduit que z € U C K°. D’ou

K est fermé.

O

Proposition 1.29. Soient (E,T) un espace topologique compact et F' un sous-ensemble
fermé de E. Alors (F,Tp) est un espace topologique compact.

Preuve. E est un espace topologique compact, donc séparé. Tout sous-espace d’un espace
séparé est séparé. On en déduit que F' est séparé.
Soit (U;)ier un recouvrement en ouverts de F, c’est-a-dire, F' = U U; . Montrons qu’il
el

existe un sous-recouvrement fini de F'.
Par la définition 23, il existe une famille d’ouverts (V;);c; de E telle que U; = V; N F
pour tout ¢ € I. On en déduit que F' C U V; et ainsi, ( Z) C F°. Alors :

el i€l

(Uv)urce=(Un)u(Un) s (U

el el el el

On en déduit que F = (Uiel VZ) U F€. Notons que F' est un fermé de E, donc F*€ est

un ouvert de E. Ainsi {F,V;|i € I} forme un recouvrement en ouverts de F. Comme F

est compact il existe un sous- recouvrement fini {F < Vili =1, 2 - ,m} de E, c’est-a-dire,
(UV)UF A1n51FCUV D’ou F' = UVﬂF UU
i=1
(]

Définition 1.30. Soient (E,7) un espace topologique et z un élément de E. On pose
¥ (xz) ={V C E|V est un voisinage de x}

Pensemble des voisinages de x. Soit % (z) C ¥ (z), on dit que % (x) est une base de
voisinages de x si pour tout V € ¥ (x), il existe un U € % (x) tel que U C V.

n’n

Exemple 1.10. (i) Considérons R muni de la topologie usuelle. Z (x) = {]—l {‘n € N*}

forme une base de voisinages de 0. En effet, pour tout voisinage ouvert U de 0, il existe
un 7 > 0 tel que | — r,7[C U. Soit n € N tel que 2 < r. Alors | — 1 1[C U. Dot % () est
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une base de voisinages de 0;
(ii) Plus généralement, si (F,d) est un espace métrique et si 74 est la topologie associée

a la métrique d, alors pour tout = € E, % (z) = {B(CL‘, %)‘n € N*} forme une base de
voisinages de x ;

(iii) Pour un espace topologique discret E, tout singleton {«} forme une base de voisinages
de x.

Définition 1.31. Soient (E,7) un espace topologique et % un sous-ensemble de 7. On
pose B
PB ={U € 7|U est la réunion d’éléments de A}.

P est appelé une base de T si T = A.

Remarque. Une base de 7 est naturellement une base de voisinages de tout point x« de E.
Réciproquement, si un sous-ensemble % de 7 contient une base de voisinages de x pour
tout z € E, alors 4 forme une base de 7. On a donc la proposition suivante :

Proposition 1.32. Soient (E,T) un espace topologique et B un sous-ensemble de 7. Alors
A forme une base de T si et seulement si

YU € r,¥Vx € U,3V, € B tel que x € V, C U.

Preuve. “="" : Supposons que A est une base de 7 et que U est un ouvert de F. Par la

définition 31, U = U U; avec (U;)ier € %A. On en déduit que pour tout = € U, il existe
el

un U; € £ tel que xlé U; CU.

“«<="": Supposons que £ est un sous-ensemble de 7 tel que pour tout ouvert U de E et

pour tout élément x de F, il existe un V,, € £ tel que x € V, C U. Montrons que % forme

une base de 7, c’est-a-dire, montrons que U est la réunion d’éléments de %. Or, il est clair

que U Ve =U | D’ou le résultat.
zelU

O

Exemple 1.11. (i) Considérons R muni de la topologie usuelle. Alors # = {]a, b[|a,b € R}
forme une base de R ;

(ii) Plus généralement, soient (E,d) un espace métrique et 74 la topologie associée a la
métrique d. Alors # = {B(z,r)|x € E,r € RT} forme une base de (E, ) ;

(iii) Pour un espace topologique discret (F, 7), tout ensemble de parties réduites & un seul
point forme une base de .

Définition 1.33. Soient ((Ej;, 7;))ier une famille d’espaces topologiques et E = HEZ le
i€l
produit cartésien des E;. On pose

%’:{HAieE

el

Viel, A; € 1;, et A; = E; sauf pour un nombre fini de z}

et o
T=%A.

Alors 7 définit une topologie sur E appelée la topologie produit sur E, et on appelle (E, T)
Uespace produit des F;. Les éléments de % sont appelés les ouverts élémentaires de E.

11



Remarque. (i) Par définition, % forme une base de la topologie produit ;
(ii) La topologie produit définie ci-dessus est la topologie la moins fine sur E rendant
les projections canoniques p; : £ — E; continues. En effet, soit U; un ouvert de Ej.
Alors pj_l(Uj) =U; x H FE;, on en déduit que pj_l(Uj) est ouvert. Donc tous les p; sont
1#]

continues. Supposons maintemnant que 7! est une topologie sur E rendant les Dj continues.
Soit HAi € 7. Alors il existe un sous-ensemble fini I de I tel que A; € 7; pour j € F et

el
A;=F;pour i€l —F. Alors pj_l(Aj) € 7/ pour j € F car pj est continue. On en déduit
que HAl = H Aj X H FE; = n (A] X HEZ) = n pj_l(Aj) c7'.Dour - 7.

el jEF icl—F jEF i#£j jeF
Théoréme 1.34. (Tychonoff). Soit ((E;, 7;))ier une famille d’espaces topologiques com-
pacts. Alors HEl muni de la topologie produit est compact.

iel

Remarque. Ce théoreme est équivalent a ’axiome du choix.
Preuve. 11 y a plusieurs démonstrations de ce théoréme. Par exemple, la démonstration
utilisant les ultrafiltres due & Bourbaki [1] (page 63, théoréme 3); la démonstration élé-
mentaire due & Munkres [3] (page 234, théoreme 37.3, chapitre 5).

O

Définition 1.35. Un espace topologique (F, 7) est dit connexe s’il n’est pas la réunion de
deux ouverts non vides disjoints.

Remarque. On a les équivalences suivantes :
(i) E est connexe;
(ii) Les sous-ensembles & la fois ouverts et fermés de E ne sont d’autres que () et E.

Proposition 1.36. Soient (F1,71),(E2,72) deux espaces topologiques et f : By — FEs
une application continue. Si U est une partie connexe de Eq, alors f(U) est une partie
connexe de Eo.

Preuve. Soit O une partie & la fois ouverte et fermée de f(U), alors f~(O) est une partie
a la fois ouverte et fermée de U car f est continue. Comme U est connexe, on en déduit
que f71(O) =0 ou f~1(0O) =U. Ainsi O =) ou O = f(U). D’out f(U) est connexe.

O
Définition 1.37. Soient (F,7) un espace topologique et x un élément de E. Alors la

réunion de toutes les parties connexes contenant x est connexe, c’est la plus grande partie
connexe contenant z. On la note C'(x) et I'appelle la composante conneze de x dans E.

Proposition 1.38. Soient (E,T) un espace topologique et x € E. Soient C(z) la compo-
sante connezxe de x et V un voisinage d la fois ouvert et fermé de x. Alors C(x) C V.

Preuve. Comme V est un sous-ensemble a la fois ouvert et fermé de F, on en déduit
que C(x) NV est un sous-ensemble a la fois ouvert et fermé de C(x). De plus, C(x) est
connexe. D’apres la remarque de la définition =33, C(x) NV = () ou C(x)NV = C(x). Or,
x € C(x) NV par hypothese. On en déduit que C(z) NV = C(x). D’ou m

O

Remarque. Si V est une partie a la fois ouverte et fermée de E, alors soit C(z) NV = 0,
soit C'(x) C V.

Définition 1.39. Un espace topologique (E, ) est dit totalement discontinu si la compo-
sante connexe de chaque point = dans E est I’ensemble {z} réduit & ce point.

12



Remarque. (i) D’apres la proposition 238, on en déduit que la composante connexe d'un
point est contenue dans I'intersection de ses voisinages a la fois ouverts et fermés. Donc, si
pour tout x € E D'intersection ci-dessus est égale a {x}, alors E est totalement discontinu ;
(ii) Un sous-espace topologique d’un espace topologique totalement discontinu est totale-
ment discontinu. En effet, si U C E et si E est totalement discontinu, alors, en notant
Cy(z) la composante connexe de = dans U et C(z) la composante connexe de x dans E
pour z € U, on a Cy(z) = C(z) NU = {x}. Ainsi U est totalement discontinu.

Exemple 1.12. (i) Un espace topologique discret (E,7) est toujours totalement discon-
tinu. En effet, pour la topologie discrete, tout singleton {z} est a la fois ouvert et fermé.

(ii) L’ensemble des entiers Z est discret dans R, donc totalement discontinu. En effet, soit
n € Z. Alors {n} = {n}Nn—3,n+ 3] ={n}njn— 3,n+ [, on en déduit que {n} est a
la fois ouvert et fermé dans Z. Les composantes connexes dans Z sont exactement les {n}
avec n € Z;

13



2 Théorie de Galois de Degré Infini

2.1 Groupe topologique

La clé pour approcher la théorie de Galois infinie est de munir le groupe de Galois Gal(K /k)
d’une topologie (a savoir : la topologie de Krull) qui est compatible avec sa structure de
groupe. Dans ce cas, le groupe de Galois Gal(K/k) deviendra un groupe topologique. Dans
ce paragraphe, on donnera les notions importantes concernant le groupe topologique et on
étudiera ses propriétés fondamendales.

Définition 2.1. On appelle groupe topologique tout groupe multiplicatif (G, -) muni d’une
topologie pour laquelle les applications (z,y) + z -y et & +— ! sont continues. On écrit
aussi zy comme le produit de x et y.

Remarque. Un sous-groupe F' de G est aussi un groupe topologique muni de la topologie
induite par G.

Exemple 2.1. Tout groupe discret (c’est-a-dire, muni de la topologie discréte) est un
groupe topologique.

Lemme 2.2. Soient G un groupe topologique. Alors ’application

f: GxG — GxG
(z,y) +— (z.y7")

est continue.

Preuve. Soit V un voisinage du couple (z,y~!). Montrons qu’il existe un voisinage U du
couple (z,y) tel que f(U) C V. Par la topologie produit, il existe un voisinage Vi de x
et un voisinage Vo de y~! tels que Vi x Vo C V. Posons Uy = V; et Uy = g~ 1(V3), ou
g(y) = y~! qui est par définition continue. Ainsi, Uy x Us est un voisinage du couple (z,y)
etona:

F(U x Ua) = {f(z.y)|(z,y) € U x Uz} = {(z,y~")|(z,y) € Ur x Uz}
= {(z,9(¥))|(z,y) € Ur x Uz} = Uy x g(Uz).

Or, Uy x g(Uy) = Vi x g(g71(V2)) C Vi x Vo C V. D’oui f est continue.
O

Théoréme 2.3. Un groupe (G,-) muni d’une topologie est un groupe topologique si et
seulement si Uapplication (x,y) — x -y~ ' est continue.

Preuve. “==" : D’aprés le lemme 22, on sait que I'application (z,y) — (z,y ') est
continue. De plus, par définition, (z,y 1) — 2.y~ ! est continue. Ainsi I'application (z,y)
x -y~ est continue par composition d’applications continues.

“<=": On sait que 'injection canonique y — (1lg,y) est continue, et que 'application
(1g,y) = 1g -y~ ' = y~! est continue par hypothese. Ainsi I'application y +— y~! est
continue par composition d’applications continues.

D’apres le lemme 22, I'application (x,%) + (z,y~!) est continue. De plus, I’application
(x,y™ 1) = - (y~1) 7! =z -y est continue par hypothése. Donc (x,%) + x -y est continue
par composition d’applications continues.

Ainsi G est un groupe topologique.

O

Proposition 2.4. Soit G un groupe topologique. Alors, les translations x — a-x et x — x-a
sont des homéomorphismes.
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Preuve. On sait que I'injection canonique x +— (a,z) est continue. Comme (G, -) est un
groupe topologique, 'application (a, ) — a - est continue pour tout a fixé. On en déduit
que l'application x + a - x est continue pour tout a fixé par composition d’applications
continues. Par un raisonnement similaire, on en déduit que les applications = — =z - a,
z+—a ' zetx— x-a"! sont continues pour tout a fixé. Or, x — a~! - x est application
réciproque de x +— a - x et x — x - a~! est Papplication réciproque de x — x - a. D’oil les
homéomorphismes.

O

Proposition 2.5. Soient G un groupe topologique et U un voisinage ouvert de l’élément
unité 1g. Alors aU et Ua sont des voisinages ouverts de a pour tout a € G.

Preuve. Comme 1g € U, a € aU. D’apres la proposition 24, 'application x + a -z est un
homéomorphisme. Ainsi aU est un ouvert. De méme, Ua est aussi un ouvert.

O

Remarque. Soient U et H des sous-groupes de G. Si U est ouvert, alors UH et HU sont
des ouverts de G. En effet, UH = U Uhet HU = U hU, donc UH et HU sont ouverts

heH heH
comme union d’ouverts.

On sait que pour trouver une base d’un espace topologique (E,7), il suffit de trouver une
base de voisinages de tout point x € E. D’apres la proposition T3, si F est un groupe
topologique, il suffit de trouver une base de voisinages de ’élément unité 15.

Proposition 2.6. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Alors H est
un sous-groupe de G. Si H est de plus distingué dans G, alors H est aussi distingué dans

G.

Preuve. Posons
f: GxG — G
1

(xay) _— Ty,

qui est continue par le théoréme 223. 1l suffit de montrer que f(H x H) C H.
Comme H est un sous-groupe de G,on a f(H x H) C H. De plus, f(H x H) C f(H x H)
par la proposition IT2Z2. On en déduit que

f(HxH)C f(HxH)C f(HxH)CH.

D’ou f(H x H) C H, ainsi H est un sous-groupe de G.
Supposons maintenant que H est normal et posons

go: G —> G
r a-m-a_l,

alors g,(H) C H pour tout a € G car H est un sous-groupe normal. Par la proposition
P34, g, est un homéomorphisme de G dans G. Ainsi, d’aprés la proposition X2, on a
9a(H) C go(H) C H pour tout a € G. D’ou H est normal.

O

Proposition 2.7. Si (G;)ics est une famille de groupes topologiques, alors G = H G; est
el
un groupe topologique (muni de la topologie produit).
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Preuve. Posons

fir GixG — G
pour i € I et
f: Gx@G — G

((@})iers (27)ier) > (2} a])ier-
Posons p; la projection canonique de G dans G; et p; X p; la projection canonique de G X G
dans G; x G;. Remarquons que l'on a p;o f = f; o (p; X p;) pour tout ¢ € I. Autrement dit,
le diagramme suivant

GxG—L.¢

pi Xpil lpi

est commutatif pour tout i € I. En effet, si ((¢})ier, (92)ics) € G x G et si j € I, alors

(pj o [)((x})ier, (x7)ier) = pi((x] - 23)icr) = @} - a3,

(fj o (pj x pi))((x])ier, (x)ier) = fi(z},23) = xj - x5.
D’ou p; o f = f; o (p; X p;i) pour tout ¢ € I. Comme G; est un groupe topologique pour
tout i € I, f; est continue pour tout ¢ € I. On en déduit que p; o f est continue pour tout
1€l

n
Soit U un ouvert de GG. On peut supposer sans perte de généralité que U = H G; % H Uy

i#k k=1
avec Uy un ouvert de Gy, alors U = ﬂ py. (Ug). Ainsi
k=1
o) = f1< N P;ZI(Uk)) = () f7Hr ' (Un) = () (r o )7 (Uk)-
k=1 k=1 k=1

Or, (pr o f)~H(Ug) est ouvert car pg o f est continue. On en déduit que f~1(U) est un
ouvert comme intersection finie d’ouverts. D’ott f est continue.
Posons maintenant

g9i: Gi — G
T; :L‘[l
pour i € I et
g: G — G
(Ti)ier (l’i_l)z‘el-
Avec la méme raisonnement, on peut montrer que g est continue. D’ou G est un groupe
topologique.
O

Lemme 2.8. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe distingué de G. Alors
la surjection canonique 7 : G — G /H est une application ouverte, c’est-a-dire, w(U) est
ouvert pour tout ouvert U de G.

Preuve. Soit U un ouvert dans G. Il suffit de montrer que 7~ !(7(U)) est ouvert dans G.
On a:

7 Y 7(U)) = {z € Gln(x) € n(U)} = {x € G|zH € 7(U)}
={reGFIyeUzH=yH} ={xeG3yeU,xcyH}

={zeGlze |JyH} = |J yH =UH.
yelU yelU
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Dot 71 (7(U)) est ouvert par la proposition 23.
(]

Corollaire 2.9. Soit (G;)icr une famille de groupes topologiques et (H;)ier une famille
de sous-groupes distingués de G;. Alors la surjection canonique

T = Hﬂ'i : HGZ — H(Gz/Hz)
i€l i€l i€l
est une application ouverte, c’est-a-dire, w(U) est ouvert pour tout ouvert U de H G;.
i€l
Preuve. Notons que f( U Ui> = U f(U;), donc il suffit de montrer que 7(U) est ouvert
el el

n
pour tout ouvert élémentaire U de H G;. Posons U = H G; x H Uy, alors :
icl ik k=1

7T(U) == Hﬂ'z(Gz) X H TFk(Uk) = H(Gz/Hz) X H Wk(Uk)
k=1

i#k i#k k=1
D’apres le lemme 28, 7 est ouverte.

O

Proposition 2.10. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe distingué de G.
Alors G/H est un groupe topologique.

Preuve. Posons

f: GxG@G — G
(z,y) +— z-y

. f: G/ HxG/H — G/H

(7,7) — T-7
Posons 7 la surjection canonique de G dans G/H et 7 x 7 la surjection canonique de G x G
dans G/H x G/H. Remarquons que pour tout i € I, on a wo f = f o (m X 7). Autrement
dit, le diagramme suivant

GxG G

G/H x G/H —=G/H

est commutatif. En effet, si (z,y) € G x G alors

(mof)@wy)=n(z-y) =7 y=7-7=fZ7) = (fo(r xm))(x,y).
Dott mo f = fo(m x 7). Soit U un ouvert de G/H. Alors :

(xxm) (T ) = Folrxm)HU) = (ro f)~H(U).

Comme G est un groupe topologique, f est continue, et donc 7o f est continue. On en déduit

que (7 x )t (ffl(U )) est ouvert. Comme 7 X 7 est surjective et ouverte (corollaire 279),

on en déduit que fﬁl(U) =(mxm) ((77 x )71 <?71(U))> est ouvert. D’olt f est continue.

Posons maintenant
g: G — G

x — gzt
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et
g: G/H — G/H
z s T L
Avec la méme raisonnement, on peut montrer que g est continue. D’otu G/H est un groupe
topologique.

O

En résumé, 'adhérence (resp. produit, quotient) d’un groupe topologique est aussi un
groupe topologique.

Définition 2.11. Soient G, G’ deux groupes topologiques.

(i) Un homomorphisme de groupes topologiques est un homomorphisme de groupes f :
G — G’ qui est continu;

(ii) Un isomorphisme de groupes topologiques est un isomorphisme de groupes f : G — G’
ainsi qu'un homéomorphisme.

Proposition 2.12. Soient G,G’ des groupes topologiques et f : G — G’ un homomor-
phisme de groupes topologiques. Si f est une application ouverte, alors G/ker f = f(G)
en tant que groupes topologiques.

Preuve. On sait que 'isomorphisme de groupes G/ ker f = f(G) est donné par

p: G/kerf — f(G)
T f(),

d’application réciproque
v f(G) — Gfker(f)

flx) — T.

1l suffit de montrer que ¢ et 9 sont continues.
Posons m : G — G/ ker f la surjection canonique, alors f = ¢ o m par le théoréme de
factorisation. Autrement dit, le diagramme suivant

G/ ker f
est commutatif. Soit U un ouvert de f(G), alors
T e U)) = (pom)THU) = fTHU).

Donc 71 (=1 (U)) est ouvert car f est continue, d’ott ¢~ (U) est ouvert par la définition
de la topologie quotient. On en déduit que ¢ est continue.
De plus, soit V un ouvert de G/ ker f, alors 7~ (V) est ouvert par définition. On a

VHV) = @(V) = p(r(n =1 (V) = f(x~H(V))

car 7 est surjective. Ainsi ¢y~1(V) est ouvert car 7= (V') est ouvert et f est une application
ouverte. D’ou ¢ est continue. Conclusion : ¢ est un homéomorphisme.

O
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2.2 Systeme inverse et limite projective

L’autre outil essentiel pour établir la correspondance de Galois est la limite projective.

Définition 2.13. Soient I un ensemble d’indices, muni d’une relation < de pré-ordre
(c’est-a-dire, réflexive et transitive) et (5;)ier une famille d’ensembles (resp. espaces to-
pologiques, groupes, groupes topologiques). Pour tout couple (i,7) € I x I tel que i < j,
soit (mj; : S; — Si)i<; une famille d’applications (resp. applications continues, homomor-
phismes, homomorphismes continus) vérifiant les conditions suivantes :

(i) mi; = idg, pour tout i € I;

(ii) 7 = mj; o mx; pour tout k, 5,4 € I tels que ¢ < j < k.

C’est-a-dire, le diagramme suivant

S, Mg
k J

_
Je

Si

est commutatif. On dit que le systeme ((S;)icr, (7i)i<;) est un systéme inverse d’ensembles
(resp. espaces topologiques, groupes, groupes topologiques) et d’applications (resp. appli-
cations continues, homomorphismes, homomorphismes continus).

Proposition 2.14. Soit ((S;)ier, (7j:)i<;) un systéme inverse d’ensembles (resp. espaces
topologiques, groupes, groupes topologiques) et d’applications (resp. applications continues,
homomorphismes, homomorphismes continus). Alors il existe un ensemble (resp. espace
topologique, groupe, groupe topologique) S et une famille d’applications (m; : S — Si)ier
(resp. applications continues, homomorphismes, homomorphismes continus) tels que :

(1) m; = mj; 0wy lorsque © < j (compatiblité) ;

(7i) Si S’ est un ensemble (resp. espace topologique, groupe, groupe topologique) et si pour
touti € I, m, : 8" — S; est une application (resp. application continue, homomorphismes,
homomorphisme continu) vérifiant (i), alors il existe une unique application (resp. appli-
cation continue, homomorphisme, homomorphisme continu) 6 : S — S telle que pour tout
i€, mof=m. (propriété universelle).

Preuve. (i) Posons

S = {(Si)iel e[]s:

i€l

Tji(s5) = si, Vi < J}

et m; = p;|s oil p; est la restriction de la i®™¢ projection canonique de H S;. Par définition
el
de m;, m;(s) = s; pour tout i € I. On en déduit que :

Viel,|mjomi(s) =mji(s;) = si = mi(s) |.

* Supposons que ((S;)ier, (7ji)i<j) est un systéme inverse d’ensembles et d’applications,
alors 7; est bien une application pour tout ¢ € I.

* Supposons que ((S;)ier, (7ji)i<;) est un systéme inverse d’espaces topologiques et d’ap-
plications continues. Montrons que (7;);es est une famille d’applications continues. Pour
cela, il suffit de montrer que pour tout ouvert U C S;, 7, 1(U ) est un ouvert.
Remarquons que si f est une application de F dans F et si U est un sous-ensemble de F,
alors (f|la)~H(U) = f~YU) N A. Ainsi :

VU C S; owvert, 7, 1 (U) = (pils) " (U) = p; {(U) NS = ([ 4;) NS,
jel
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ou A; = S; pour tout j #i et A; =U. Or, S est inclus dans H S; et H Aj est un ouvert

iel jel
de H S; puisqu’il y a un nombre fini de A; tels que A; # S;. Ainsi, (H Aj) NS est un
icl jel

ouvert de S, et donc 7; est continue.

* Supposons que ((S;)ier, (7ji)i<;) est un systeme inverse de groupes et de homomor-
phismes. Montrons que (7;);er est une famille de homomorphismes. Soient s = (s;);cr et
t = (t;)ier deux éléments dans S. Alors

st = (s ti)icr et pi(s-t) = s;-t; = pi(s) - pi(t).

Ainsi 7m; est un homomorphisme pour tout ¢ € I.

* Supposons que ((S;)ier, (7ji)i<;) est un systéme inverse de groupes topologiques et de
homomorphismes continus. Alors 7; est un homomorphisme de groupes topologiques pour
tout ¢ € I grace a ce qui précede.

(ii) Supposons que S’ est un ensemble (resp. espace topologique, groupe, groupe topolo-
gique) et que pour tout ¢ € I, 7, : S” — S; est une application (resp. application continue,
homomorphisme, homomorphisme continu) telle que 7, = 7j; o 7r§. lorsque ¢ < j. Posons

0: 5 — ]S
el
s" = (m(8"))ier-

Alors :
* 0 est une application (resp. application continue, homomorphisme, homomorphisme
continu) de S’ dans S. En effet :
Vs € 81, () = (Ti(s))ier € § = Vs’ € 8, i < j, mjs o w() = ml(s)
ce qui est vrai par hypothese.
* ;00 = m; pour tout i € I. En effet, m; 00(s") = m; o (n7(s'))jer = 7i(s) pour tout i € I.
Montrons maintenant l'unicité de application (resp. application continue, homomorphisme,
homomorphisme continu) 6. Soit 6’ : S” — S une application (resp. application continue,
homomorphisme, homomorphisme continu) telle que pour tout i € I, m; o 8’ = 7. Notons
que m; = pi|s ou p; : H S; — S; est la projection canonique et que t = (p;(t))ier pour tout
el
t e HSi' Ainsi, comme ¢'(s") € S C HSZ' pour tout s’ € S et comme m; = p; sur S, on
icl iel
en déduit que pour tout s’ € S,

0'(s") = (pi(0'(s)))ier = (mi(0'(s"))ier = (mi(s))ier = O(5).

Dot [§ = ¢/ |
0

Définition 2.15. Soit ((S;i)icr, (7ji)i<j) un systéme inverse d’ensembles (resp. espaces
topologiques, groupes, groupes topologiques) et d’applications (resp. applications conti-
nues, homomorphismes, homomorphismes continus), et soit (S, (7;)ier) un couple avec S
un ensemble (resp. espace topologique, groupe, groupe topologique) et m; une application
(resp. application continue, homomorphisme, homomorphisme continu) vérifiant les pro-
priétés dans la proposition Z14. On dit que le couple (S, (7;)icr) est la limite inverse ou
limite projective de la famille (S;);cr par rapport aux (7j;)i<j, et on note S = l’LmSi ou
I

simplement S = @SZ- s’'il n’y a pas d’ambiguité.
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Remarque. (i) m; n’est pas nécessairement la restriction de la i®™° projection canonique ;

(ii) D’apres la démonstration de la proposition EZI4, la limite inverse S est éventuellement
I’ensemble vide. On montrera plus tard (2222) que si 'ensemble [ est filtrant & droite (2221)
et si ((Si)ier, (mji)i<j) est un systéme inverse d’espaces topologiques compacts non vides
et d’applications continues, alors la limite inverse S = lim S; est un compact non vide. En
particulier, si chaque S; est un ensemble fini muni de la topologie discrete et si chaque j;

est continue, alors la limite inverse S = lim S; est non vide.

La proposition 124 montre 'existence de la limite inverse. En fait, la limite inverse est
unique dans le sens suivant :

Proposition 2.16. Soient (S, (m;)icr) et (S, (7))icr) deux limites inverses de la famille
(Si)ier par rapport aux (mj;)i<j. Alors il existe une unique bijection (resp. homéomor-
phisme, isomorphisme, isomorphisme de groupes topologiques) o : S — S’ telle que

moo=m,Viel. ()

Preuve. Comme les deux systémes inverses d’ensembles (resp. espaces topologiques, groupes,
groupes topologiques) et d’applications (resp. applications continues, homomorphismes,

homomorphismes continus) (S, (m;)ier) et (S, (7})icr) satisfont les deux propriétés de la

proposition 14, on en déduit que :

(i) Sii < j, alors

TFi:7TjZ'O7Tj etﬂ'?/::ﬂ'jioﬂ';. (1)

(ii) Comme S" est un ensemble (resp. espace topologique, groupe, groupe topologique)
et comme pour tout ¢ € I, m, : S’ — S; est une application (resp. application continue,
homomorphisme, homomorphisme continu) vérifiant (0), il existe une unique application
(resp. application continue, homomorphisme, homomorphisme continu) 6 : S’ — S telle
que

miof =mi, Vi€l

De méme, il existe une unique application (resp. application continue, homomorphisme,
homomorphisme continu) ¢’ : S — S telle que

ol =m,Viel.
On remarque que :

Viel,mi=m, 00 =(mo00)ol =mo(fof),
Viel m,=mo0=(m,060)o0=m,0(0 ob).

Ainsi on peut en déduire que fof’ = idg et €' 0of = idg: par la propriété de la limite inverse.
Donc I'application (resp. application continue, homomorphisme, homomorphisme continu)
0’ est une bijection (resp. homéomorphisme, isomorphisme, isomorphisme de groupes to-
pologiques) de S dans S’ vérifiant (*) pour tout ¢ € I et est unique. C’est la o recherchée.

O

Comme la limite inverse est “unique” d’apres la proposition 2718, on va toujours considérer

la limite inverse S comme un sous-ensemble (resp. sous-espace, sous-groupe, sous-groupe

topologique) de HSZ- et les m; comme les restrictions de la projection canonique dans la
i€l

suite de ce paragraphe.
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Proposition 2.17. Soit ((Si)ier, (7ji)i<j) et ((S7)ier, (7};)i<j) deux systémes inverses
d’ensembles (resp. espaces topologiques, groupes, groupes topologiques) et d’applications
(resp. applications continues, homomorphismes, homomorphismes continus). Pour tout
i € I soit h; : S; — S} une application (resp. application continue, homomorphisme,

homomorphisme continu) compatible avec les mj;, c’est-d-dire,
hi o mji = mj; 0 hj, lorsque i < j. (2)

Alors il existe une unique application (resp. application continue, homomorphisme, homor-
phisme continu) h : @Si — @S{ compatible avec les m;, c’est-d-dire, hj o m; = m, 0 h
pour tout v € I.

Preuve. Posons

h: S§=lmS — 115
el
s > ((hi o m)(s))ier,

alors h est une application (resp. application continue, homomorphisme, homomorphisme
continu).
* Montrons que h(s) € S" = l&lS; pour tout s € § = lim S;. Pour tout i < j,

mhi((hy o m3)(s5)) = () 0 hy) o m5)(s) & ((hs 0 mjs) 0 m5)(5) = (hi 0 71) ().

D’ou h(s) € S’ pour tout s € S.
* Montrons que h; o m; = 7, o h pour tout i € I. Soit s € S. Alors

(m; 0 h)(s) = mi(h(s)) = mi(((h; o m5)(s))jer) = (hi 0 mi)(s).

D’ou h; o m; = 7} o h pour tout i € I.
Montrons maintenant I'unicité de h. Soit A’ : S — S’ une application (resp. application
continue, homomorphisme, homomorphisme continu) vérifiant h; o m; = 7, o h’. Alors

/ / /
mioh' =h;om =m; oh.

On en déduit que 7} o ' = 7} o h, et donc h' = h par la propriété universelle de la limite
inverse.

O

Grace a la proposition 277, on obtient une catégorie de limites inverses : les objets sont
des systemes inverses ((.S;)ier, (mji)i<j) qui induisent les limites inverses (5, (m;)icr) ; les
homomorphismes entre deux systémes inverses ((Si)ier, (7ji)i<j) et ((Si)ier, (77;)i<;) sont
des applications h; : S; — S! rendant le diagramme

commutatif, qui induisent les applications h : S — S’ entre deux limites inverses rendant
le diagramme

Jim S; "> Jim S

|

S S
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commutatif; la composition de homomorphismes est donnée par la composition de dia-
grammes commutatifs :

Enfin, on a bien une identité :

ids;
S; —=5;
Si——=5;
sti
et la composition est associative :
h] hl_ //
. ! J ! J "
S; S] SJ Sj
ﬂ'jil \LW;Z iﬂ";{i \Lﬂ';/i/
Si S! Sy S
. K3 (3 [3
hi n Y

Proposition 2.18. Soit ((S;)icr, (7ji)i<j) un systéme inverse d’espaces topologiques sé-
parés et d’applications continues. Alors S = yLHSz‘ est un sous-espace fermé de H‘Si'
el
En particulier, ceci est vrai lorsque chaque S; est un ensemble fini (muni de la topologie
discreéte).
Preuve. Dire que 'ensemble S est fermé équivaut a dire que ’ensemble S¢ est ouvert,
ce qui équivaut également a dire que pour tout élément s dans S€¢, il existe un ouvert
U e ¥ (s) tel que UNS = (). De méme, on sait que S est 'ensemble des familles s = (s;);er
telles que 7j;(s;) = s; pour tout ¢ < j. Ainsi, si s ¢ S, alors il existe un j avec i < j
tel que mji(s;) # si. De plus, mj;(s;) et s; appartiennent tous les deux a S;, et comme S;
est séparé, on en déduit qu’il existe deux ouverts Uy € ¥ (s;) et U € ¥ (mji(s5)) tels que
Uy NU; = 0.
Posons W = HAi’ ouA; =Uy, Aj = Wﬁl(Ug) et Ay = Sy pour tout k ¢ {i,5}. Alors W
el
est un ouvert de HAi car Uy, Us sont ouverts dans S; et 'application ;; est continue.
el
* Montrons que s € W. Pour tout k ¢ {i,j}, on sait que s € Si. De plus, comme U; €
¥ (s;), on en déduit par définition que s; € Uy = A;. De méme, comme U € ¥ (7j;(s;)),
on en déduit par définition que s; € Wj_il(Ul) = Aj. Ainsi,.
* Montrons que W NS = (). On a la série d’équivalences suivante :

teW] < [Vkel, tp € Ay] < [Vk #1i,j,tp € Sk, t; € V3 ettjE‘/l]
= [k £, ts € St € Uy et mjs(t;) € U1] "2 1, £ miu(t))] = [t € 59,

Ainsi, (W15 =0}

O

Proposition 2.19. Soit ((S;)icr, (7ji)i<j) un systéme inverse d’espaces topologiques com-
pacts et d’applications continues. Alors, S = @Si est un espace topologique compact.
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En particulier, ceci est vrai lorsque chaque S; est un ensemble fini (muni de la topologie
discréte).

Preuve. Quelque soit i € I, si S; est compact, alors par définition S; est séparé. De plus,
les 7j; sont continues. Donc d’apres la proposition I8, S = @Si est un sous-ensemble
fermé de HSi qui est compact car tous les S; sont compacts (théoreme de Tychonoff).
Alinsi, d’a;)erlés la proposition 29, S est compact.

O

Proposition 2.20. Soit ((Si)icr, (7ji)i<j) un systéme inverse d’espaces topologiques tota-
lement discontinus et d’applications continues. Alors S = @Si est un espace topologique
totalement discontinu. En particulier, ceci est vrai lorsque chaque S; est un ensemble fini
(muni de la topologie discréte).

Preuve. Soient s = (s;)ier € H S; et C(s) la composante connexe de s dans H S;. Comme

el el

les m; sont continues, on en déduit que 7;(C(s)) est connexe pour tout i € I. Or, comme
S; est totalement discontinu et s; = m;(s) € m;(C(s)), on en déduit que m;(C(s)) = s; pour

tout s € I. D’ou | C(s) = {s}|.
g

Définition 2.21. Soit I un ensemble d’indices pré-ordonné. On dit que I est filtrant a
droite si pour tout 7,5 € [ il existe un k € I tel que ¢t < ket j < k.

Exemple 2.2. L’ensemble Z muni de la relation d’ordre < est filtrant a droite. En parti-
culier, tout ensemble totalement ordonné est filtrant & droite.

Proposition 2.22. Soit ((Si)ier, (7ji)i<j) un systéme inverse d’espaces topologiques com-
pacts non vides et d’applications continues avec I filtrant a droite. Alors S = @SZ- est un
espace topologique compact non vide. En particulier, ceci est vrai lorsque chaque S; est un
ensemble fini et non vide (muni de la topologie discréte).
Preuve. D’apres la proposition 219, il suffit de montrer que S = @Si est non vide.
Posons My; = {s € HSi\ﬂkj(sk) =s;j}avec k,j €l et k> j, alors S = ﬂ My;.

icl E>j
* Montrons que Mj,; est fermé dans HSZ' pour tout k > j. Posons Ni; = {(s,s;) €
Sk % Sj|mi(sk) = sj}, alors (N, {Wk,l;j[}) est la limite inverse du systéme inverse

({Sk, Sj}. {ids, , ;. ids, }).

Comme Sy, S; sont compacts et idg, , Ty, idg; sont continues, d’apres la proposition 2719,
Nj; est un compact de Sy, x S;. Or, comme Sy, X .S; est compact et donc séparé, on en déduit
que Ny; est fermé. Notons que My; = (pg ¥ pj)_l(Nkj), ol pg X pj HSi — Sk x S est
i€l
la projection canonique qui est continue. On en déduit que Mjy; est fermé.
* Montrons que ﬂ Mjy; # 0. Comme S est compact, d’apres la proposition 24, il suffit
k>j

n
de montrer que pour tout n € N et pour tout j1 < ki, -+, jn < knp, ﬂ My, j, # 0.

Comme [ est filtrant a droite, il existe un [ € I tel que k, < I, r ;_11, -+, n. Fixons un
s; € 5y, et posons
s sii=1;
g (se) sii=gpr=1,--,n;
e Tk, (51) sii=kp,r=1,---,n;
s; quelconque  si i & {l, 71, ,Jn, k1, kn}.
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Alors 7y, 5. (sk,) = T, g, (T (51)) = m,(s1) = s, pour @ = 1,--- ,n. On en déduit que

s =(8;)icr € ﬂ Mjy;. D’ou ﬂ Mj; # 0. Conclusion : .

k>j k>j

O

En résumé, d’apres les propositions 2ET9, P20 et P22, si ’ensemble [ est filtrant a droite
et si ((Si)ier, (mji)i<j) est un systéme inverse d’espaces topologiques compacts (resp. com-
pacts non vides, totalement discontinus) et d’applications continues. Alors S = lim S; est
un espace topologique compact (resp. compact non vide, totalement discontinu). En parti-
culier, ceci est vrai lorsque chaque S; est un ensemble fini (muni de la topologie discréte).
On sait que les ouverts élémentaires ﬂ D; 1(Vi), avec J C I fini et V; ouvert dans S;,
ieJ
forment une base de la topologie produit de HSi. La proposition suivante montre que
i€l
la structure de la topologie induite de la limite inverse S = @Si est plus simple que la

topologie produit, dont les éléments dans la base se réduisent a la forme p;” 1(V1) avect € [
et V; ouvert dans 5;.

Proposition 2.23. Si I est filtrant a droite et si ((S;)icr, (7ji)i<j) est un systéme inverse
d’espaces topologiques et d’applications continues, alors

B = {r;*(Vi)|i € I,V; un ouvert de S;}
forme une base de S = 1&15Z En particulier, soit s € S, alors
By = {m;*(Vi)|i € I, Vi un ouvert de S; contenant s;}

forme une base de voisinages de s.

Preuve. Posons Tg la topologie induite de S. D’apres la proposition =32, il suffit de montrer
que B C g et que pour tout ouvert U € g et tout s € U il existe un 7ri_1(Vi) € A tel que
sem '(V;) CU.
* Montrons que £ C 1g. Comme les 7; sont continues, on en déduit que pour tout ouvert
V; C S, 77171(1/;) est un ouvert de S. D’ou .
* Montrons que pour tout ouvert U de S et tout = dans U il existe un 7; ' (V;) € £ tel
que x € Wi_l(‘/i) CcU.
Soit U un ouvert de S. Par la topologie induite, il existe un ouvert W de H S; tel que
el

U =WnNS. Ainsi, par la topologie produit, il existe un ouvert élémentaire O de H S; tel
que s € O C W. Par conséquent, s € ONS CU. !

m

Supposons que O = H Vi, X H S; avec V;, ouverts de S;, pour 1 <k < m. On a alors :

k=1 J#ik
0= ﬂ (Vi % H Sj) = ﬂ pl-_kl(Vik). On en déduit que :
k=1 Gy k=1
7 (Vi) = (0, (Vi) N S) = ( N pfﬁ%)) NS=0NnScU.
k=1 k=1 k=1

Comme [ est filtrant & droite, il existe un indice j € I tel que i1 < j pour 1 < k < m.
m

i — A S icati . i 8
Posons maintenant V; = ﬂ Wj’ik(Vlk). Comme les applications m;; sont continues et
k=1
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comme les V;, sont des ouverts de 5;,, les 7 s (Vi,.) sont des ouverts de S;. Ainsi, comme

() R
Vj; est une intersection finie d’ouverts de Sj, c’est un ouvert de Sj.
-1 -1 _
De plus 7 LW; < ﬂ ﬂk ) ﬂ L ”k Vi,)). Or, comme 7, om ;=
m
. N—1 .
(74, 0mj) " et mj4, om; = m;, on en déduit que : ﬂ m (T, Zk Vi) =) 7.
k=1 k=1

Dot 7; ' (V;) C U.

m
Enfin, comme s € O = H Vi, X H Sj, sy, € Vi, pour 1 < k < m, et donc 7, (sj) =

k=1 j?’fik
si, € Vi,. On en déduit que s; € ﬂ ”k (Vi,) =V;. Dot |s € 7r;1(V]) CU|
k=1

O

Si (Ey, 1) et (E2,72) sont deux espaces topologiques et si % (resp. %2) est une base de
71 (resp. m2), alors #y X PBy := {B1 X Bs|B1 € 11,B2 € 12} forme une base de l’espace
produit E7 X Fy. Ceci montre le corollaire suivant :

Corollaire 2.24. Si I est filtrant a droite et si ((Si)ier, (7ji)i<j) est un systéme inverse
d’espaces topologiques et d’applications continues, alors

B = {1 (Vi) x n; {(U)]i € I,V;, U; sont des ouverts de S;}
forme une base de l’espace produit S x S.

Proposition 2.25. Soient I un ensemble filtrant a droite et ((S;)icr, (7ji)i<j) un systéme
inverse d’espaces topologiques et d’applications continues. Soit U un sous-ensemble de

S =1lim S;. Alors
s = (8i)ie; € U <= s; € m;(U) pour tout i € I. (%)
Preuve. La propriété (x) est équivalente a :

ﬂ T 771 ()

i€l

“Cr Comme U C m; Ym(U)) € ;Y (mi(U)) pour tout i € I, on en déduit que U C

ﬂ T Y(m;(U)). Or, m; est continue pour tout i € I, et donc 7TZ~_1(7TZ‘(U)) est fermé pour
iel
tout ¢ € I. Ainsi ﬂ 7, 1 (mi(U)) est fermé. Dot |U C ﬂ 7 Y (m(0)) |
i€l i€l
“D7:Sis € nﬂ' (m;(U)), alors m;(s) € m;(U) pour tout i« € I. Montrons que s € U.
el

Soit V' un voisinage de s. D’apres la proposition 223, on peut, sans perte de généralité,
supposer que V est de la forme ;" 1(Vz) avec i € I et V; un ouvert de S;. Il suffit de montrer
que 7, 1 (Vi) N U # 0.

Comme 7; ! (V;) est un voisinage de s, V; est un voisinage de 7;(s). Donc V; N m;(U) # 0
car m;(s) € m(U). Ainsi :

m (Vi) U S (V) Ny Hmi(U)) = m H(Vinmg(U)) # 0.
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O

Remarque. L’implication “=-" est toujours vraie, mais la réciproque est fausse dans le
cas général. Par exemple, considérons le sous-ensemble U = {(0,1),(1,0)} dans l’espace

produit R%. On a (1,1) € p;(U) pour i = 1,2, mais (1,1) ¢ U.

27



2.3 Groupe de Galois en dimension infini

La normalité d’une extension s’étendant au cas infini, on dira qu’une extension est galoi-
sienne si elle est normale et séparable. Soit K /k une extension galoisienne. Posons :

¢ = {F|F un sous-corps de K tel que F'/k est une extension galoisienne finie}.
On munit une relation d’ordre < sur ’ensemble ¢ de la maniére suivante :
Fy < Fy<— F| C F>.

Alors :

(i) F < F pour tout F' € ¢ (réflexivité) ;

(ii) si Iy < Fy, Fy < F3, alors F} < Fj (transitivité);
(iii) si Fy < Fy, Fy < Fy, alors F} = F5 (antisymétrie).
Ainsi ¢ est un ensemble ordonné.

Proposition 2.26. L’ensemble ¢ défini ci-dessus est filtrant a droite. De plus, on a

K= {JF.

Fe9

Preuve. Soient Fy et Fr deux extensions galoisiennes finies de k. Alors F}F5 est une ex-
tension galoisienne finie de k. En effet, soient P, € k[z] et P, € k[z] tels que F} est le
corps de décomposition de P; sur k et F5 est le corps de décomposition de P, sur k.
Alors F1F5 est le corps de décomposition de Py P, sur k, et on en déduit que FyFy/k
est normale. De plus, F1F5/k est séparable car K/k est. Enfin, F1F5/k est finie car
[F1Fy : k] = [F1Fy: Fi)[Fy: k] < [Fa: k][F) : k] < co. D’ou F1Fy/k est galoisienne finie.

Montrons que K = U F'. 1l est clair que K D U F'. Réciproquement, soit x € K. Alors

Fe¥ Fe¥
x est algébrique sur k car K/k est une extension algébrique, il admet donc un polynéme

minimal Irry(z) € klz]. Ainsi le corps de décomposition de Irry(z) est une extension
galoisienne finie de k.

O
Pour tout Fy, Fy € 4 avec Iy} < F, posons :

PRyFy ¢ Gal(Fg/k) — Gal(Fl/k)
o — olr

I’homomorphisme de restriction. De méme, pour tout F € ¢4, posons :
prr: Gal(K/k) — Gal(F/k)
o — U‘F

I’homomorphisme de restriction. Pour chaque F' € ¢, on munit le groupe de Galois
Gal(F/k) de la topologie discréte, ainsi les homomorphismes pg,r, sont continus.

Proposition 2.27. Le systéme ((Gal(F/k))rey, (prm )m<F,) est un systéme inverse de
groupes topologiques et de homomorphismes continus.

Preuve. Par définition, il suffit de montrer que :
(i) Pour tout F' € ¥4, prr = idgqr/k)- On a :

prr(o) =0clp =0

pour tout o € Gal(F/k). Dot | ppr = idga(r/k) |

(ii) Pour tout Fy, Fy, F3 € 4 avec Fy C F5 C F3, ppyr, © pryp, = Prsry- On a:

(pFQFl © stFQ)(U) = PFyFy (pF3F2(U)) = PR R (U‘Fz) = (U‘Fz)‘ﬂ = U|F1 = PF3F (U)

pour tout o € Gal(F3/k). D’ou ’pp2p1 O PR F, = PR3 ‘
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O

D’apres la proposition 214, il existe une limite inverse (I&n Gal(F/k), (pr)rey) de la fa-
mille (Gal(F'/k)) pey, par rapport aux homomorphismes continus (pg, r, ) F,<F,, OU Jim Gal(F/k)
est un groupe topologique et pr : Gal(K/k) — Gal(F'/k) est un homomorphisme continu
pour tout F' € 4.

On verra tout de suite que le groupe de Galois Gal(K/k) est isomorphe (en tant que
groupes) a la limite inverse @Gal(F /k), on peut ainsi le munir d’une topologie (la
topologie de Krull) et l'identifie comme un sous-espace topologique de 1’espace produit

[ Gal(F/k).

Fey
Théoréme 2.28. (Gal(K/k), (pxF)rey) = (im Gal(F/k), (pr)rey) (en tant que groupes).

Preuve. D’aprés la proposition 214, il suffit de montrer que :
(i) Pour tout F1, Fy» € 4 avec F1 C Fy, pxr, = pryF, © PEF,- On a:

(pF2F1 © pKFz)(U) = PR (pKF2 (U)) = PPy (U’Fb) = (U’FZ)’Fl = U‘F1 = PKF (U)

pour tout o € Gal(K/k). D’ou ’ PKF, = PFyF, © PKF, ‘

(ii) Si G’% est un groupe et si pour tout F' € ¥, plep : G5 — Gal(F/k) est un ho-
momorphisme tel que p’KFl = PR © p’KF2 lorsque F} C Fy, alors il existe un unique
homomorphisme p : G} — Gal(K/k) tel que pour tout F € ¥4, pxpop = php.

Posons :

p: Gy — Gal(K/k)
c —  plo),
ou p(o)(x) = plkp(o)(z) six € F avec F' € 4. p(o) est bien défini. En effet, si x € F} et

x € Fy avec F1, Fy € ¢4, alors il existe un F3 € 4 tel que Fy C F3 et Fy C F3 (notons que
& est filtrant & droite). Alors :

Picr (0)(@) "E (pryry 0 Piep ) (0) (@) = (Wi, (0) 1) (@) "2 Pl (0)(2),
et
Picry (0)(@) = (g, 0 P ) (0) (@) = (Wi iy (0) 1) () “E2 Pl (0) ().

On en déduit que pip, (0)(x) = pgp,(0)(x), ainsi p(o) est bien défini. De plus, p(o) est
un k-automorphisme de K car pj (o) est un k-automorphisme de F' pour tout F' € ¢.
Enfin, p est un homomorphisme de groupes car pj est un homomorphisme de groupes
pour tout F' € ¢.

Montrons maintenant que pgp o p = plp pour tout F € 4, ie., (pxr o p)(o) = pp(0)
pour tout o € G’ et F € 4. Soit z € F. Alors :

(picr 0 p)(0)(@) = prcr(p(0)) (@) " (p(0)|F)(x) = p(o)(@) "= plcp (o) ().

On en déduit que (pxr o p)(0) = plp(o). Dol | prrop = pr|
Il reste & montrer que ’homomorphisme p est unique. Soit p' : G — Gal(K/k) un
homomorphisme tel que pour tout F € ¥, pgp o p' = plp. Alors pour tout o € G, si
r € F, ona:

p(0)(x) "E phep(0) (@) = (prr 0 p)(0)(x) = (0 (0)|p) () “E /(o) ().

Do [p= 7]
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Gréace a ce qui précede, on peut maintenant identifier les éléments de Gal(K/k) dans
Pespace produit H Gal(F/k) :

Fev

o € Gal(K/k) — (o|p)rey € [] Gal(F/k).
Fev

Réciproquement, si (0p)pey € H Gal(F/k), alors 0 : x +— op(x) si € F est un élément
Fey

de Gal(K/k) (c’est bien défini d’apres le théoreme Z2R).

Comme chaque Gal(F/k) est muni de la topologie discréte, tout singleton est ouvert.

D’apres la proposition 223,

{pkr(T)|F € 9,7 € Gal(F/k)} (3)
forme une base de Gal(K/k). En particulier, si o € Gal(K/k), alors

{pp(olp)|F € 9}

forme une base de voisinages de o. Si on prend o = e (I’élément unité), on en déduit que
{pkr(elp)|F € 9} = {Gal(K/F)|F € 4} (4)

forme une base de voisinages de 1’élément unité. La topologie sur Gal(K/k) définie ci-
dessus est appelée la topologie de Krull. Ainsi Gal(K/k) est un groupe topologique muni
de la topologie de Krull, et pxr est un homomorphisme continu pour tout F' € 4. On
peut alors compléter le théoréme :

Théoréme 2.29. (Gal(K/k), (pxFr)rey) = (m Gal(F/k), (pr)rey) (en tant que groupes
topologiques).

Preuve. D’apreés le théoréme 2728, il suffit de montrer que si G’ est un groupe topologique
et si pour tout F' € ¥, plp : G5 — Gal(F/k) est un homomorphisme continu tel que
Pxr, = PRF © Pip, lorsque Fi C Fy, alors 'homomorphisme de groupe p : G —
Gal(K/k) vérifiant pgp o p = plp pour tout F € ¢ (il est déja défini dans le théoreme
P2R) est continu.

D’apres (@), pour montrer que p est continu, il suffit de montrer que pour tout voisinage
ouvert Gal(K/F) de I’élément unité e (de Gal(K/k)), 'image réciproque p~—!(Gal(K/F))
est ouvert. Or,

o (Gal(K/F)) D p 7 (oie(elr)) = (prcr 0 p) "M elp) = (oler) ™ (el ).

Comme {e|r} est ouvert dans Gal(F/k) et ply est continu, on en déduit que p~1(Gal(K/F))
est ouvert dans G'. D’oul p est continu.

O

Notons que chaque Gal(F'/k) est discret et non vide. D’apres les propositions 2719, et
222 on a :

Corollaire 2.30. Le groupe de Galois Gal(K/k) est compact, non vide, et totalement
discontinu.

Maintenant, on va établir la théorie de Galois pour les extensions galoisiennes de degré
infini.

30



Théoréme 2.31. (Krull). Soient K/k une extension galoisienne de groupe de Galois
Gal(K/k) muni de la topologie de Krull.
(i) L’application

{sous-corps de K contenant k} — {sous-groupes fermés de Gal(K/k)}
F b Gal(K/F)

est une bijection, de bijection réciproque

{sous-groupes fermés de Gal(K/k)} — {sous-corps de K contenant k}
H — Invk(H) ’

C’est-a-dire,

Invg (Gal(K/F)) = F, pour tout corps F, k C F C K,
Gal(K/Invk(H)) = H, pour tout sous-groupe fermé H de Gal(K/k);

De plus, les deux applications sont décroissantes pour l’inclusion :

FCh — Gal(K/Fg) - Gal(K/Fl),
H, C Hy = Invg(H2) C Invg(Hy);

(ii) Soit F/k une sous-extension de K/k, et Gal(K/F) le groupe de Galois de l’exten-
sion relative. Alors F/k est galoisienne si et seulement si Gal(K/F') est distingué dans
Gal(K/k). Dans ce cas, l’homomorphisme naturel Gal(K/k)/Gal(K/F) — Gal(F/k)
est un tsomorphisme en tant que groupes topologiques, lisomorphisme étant induit par
[’homomorphisme de groupes topologiques

¢: Ga(K/k) — Gal(F/k)
o — olr

avec noyau ker ¢ = Gal(K/F).

Preuve. (i) » Commencons par montrer que Invg(Gal(K/F)) = F pour tout sous-corps
F de K contenant k.

Soit x € F C K. Alors, pour tout 0 € Gal(K/F), o(x) = z par définition. Ainsi,
x € Invg(Gal(K/F)) et
c’est-a-dire, il existe un x € Invg(Gal(K/F)) tel que = ¢ F. Posons D la cloture galoi-
sienne de F'(z)/F. On a le dessin suivant :

(Gal(K/F)) ‘ Supposons que linclusion est stricte,

k

K
Gal(K/F) sze
Gal(K/F
fznze
F
k(z)
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Alors, il existe un F-automorphisme g de D tel que g(x) # z. L’application g s’injecte
de D dans D. Ainsi, par prolongement, il existe un homomorphisme g : K — D tel que
Jglp = g. On a alors le dessin suivant :

K -9-D
A
D

Comme K est galoisienne, g est un homomorphisme de K dans K. Ainsi, g € Gal(K/F) et
Jlp = g. Ceci contredit le fait que z € Invg(Gal(K/F)) et donc ’ Invg (Gal(K/F)) = F‘
* Montrons maintenant que Gal(K/Invk(H)) = H pour tout sous-groupe fermé H de
Gal(K/k). Pour cela, montrons d’abord que tout sous-groupe H de Gal(K/k) est dense
dans Gal(K/Invk(H)).

Soit H un sous-groupe de Gal(K/k). Notons L = Invg(H). Soit o € Gal(K/L). Pour
montrer que H est dense dans Gal(K/L), il suffit de montrer que pour tout voisinage U
de o, UNH # 0. Or, les Vi () := py o (o|pr) avec F! € & forment une base de voisinages
de o (par (B)) et Vmip(0) C Vgi(o). Donc il suffit de montrer que pour tout F’ € ¢,
VF/L(O') NH 7& @

Remarquons que F'L/L est une extension galoisienne finie. En effet, comme ’extension
K/k est galoisienne, on peut en déduire que K est séparable sur k et donc sur L. Or,
L C F'L C K. Ainsi, F'L est séparable sur L. Soit maintenant un polynoéme P € k[X] tel
que F’ soit le corps de ses racines sur k. Alors P € L[X] et F'L est le corps de ses racines
sur L. On peut ainsi en déduire que 'extension F'L/L est normale et donc galoisienne.
De plus, comme F’ € ¢, lextension F'/k est finie. Par conséquent, F' = k(a, ..., an),
ol «; € F’ et est algébrique sur k pour tout i € {1,...,n}. Il en résulte alors que F'L =
E(F'UL) = L(a},...,al,), ou o, € F'L et est algébrique sur L pour tout ¢ € {1,...,n} et
donc que V'extension F'L/L est finie.

Notons H' = {«a|pf, : « € H}. Alors H' est un sous-groupe de Gal(F'L/L). En effet :

- H' est non vide : (idg)|prp, € H'.

- Si a|pr, € H avec a € H, alors | = idp par définition de L, ce qui implique que
a € Gal(K/L). Ainsi, a|pp, € Gal(F'L/L) car F'L/L est galoisienne et par conséquent,
H' C Gal(F'L/L).

- Soient aq|prp et ag|pp deux éléments de H' avec ay et g dans H. Comme H est un
groupe, il en découle que v o (an)~! € H. Montrons les égalités suivantes :

(aolpr) ' = oy e et (ar]pn) o (g |Frr) = (a1 0oy V)|prr.

Pour cela, il suffit de montrer que pour tout « et 8 dans H, (a|prp) o (B|prr) = (o B)|prp.
Soient o, 3 € H. Alors pour tout z € F'L,

x€F'L

((elprr) o (Blre)) (@) = (alpp)((Blro)(2) =" (alrL)(B(2))
= a0 f(@) " (ae Bl (@),
D’ou I'égalité. Ainsi, aq|p/p o (qe|pp) ™' = ai|pip o a2_1|F/L =(aj0 a2_1)|F/L € H.
Remarquons maintenant que Invg(H') = L. En effet :
“D”:Siz e LetacH,alors (afprp)(x) reLCHL a(r) =z. Dou |L C Invp(H') |
“C” : Supposons que z € Invpp(H') et que x ¢ L. Alors il existe un élément ¢ de H
vérifiant ¢(x) # x. Or, z € F'L. On en déduit ainsi que (¢|prp)(x) # x, ce qui contredit

I'hypothése z € Invpp(H'). D’ot | Invpp(H') C L|.
Comme Invg i (H') = L et comme H' est un sous-groupe de Gal(F'L/L) qui est une

extension galoisienne finie, on en déduit que |Gal(F'L/L) = H'|.
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Posons maintenant §' = o|p;. Comme o appartient & Gal(K/L) qui est un sous-groupe
de Gal(K/k), on en déduit que ¢’ € Gal(F'L/L) = H'. Ainsi il existe un élément 6 de H
tel que O|prp = 0" = o|prp ; ce qui implique que

0 € Vpip(o) = {n € Gal(K/k)|n|rL = o|lp L}

On vient ainsi de montrer que 6 € Ve (o) N H. D’ou ’VF/L(O') NH#( ‘
Supposons maintenant que H est un sous-groupe fermé de Gal(K/k). Ainsi, H = H et

comme H est dense dans Gal(K/Invk(H)), il en résulte que| H = H = Gal(K/Invk(H)) |.
D’ou I'égalité.

* Soient F7 et Fo deux sous-corps de K contenant k tels que F; C F5. Soit ¢ un Fb-
automorphisme de K. Alors par définition, o est un automorphisme de K et o(x) = = pour
tout € Fy. De plus, comme F; C Fy, il en découle que o(z) = x pour tout = € Fj. On peut
ainsi en déduire que o est un Fj-automorphisme de K et que ’Gal(K/Fg) C Gal(K/Fy) ‘
* Soient Hy et Hy deux sous-groupes de Gal(K/k) tels que H; C Hjy. Soit x un élément
de Invg(Hs). Alors par définition, o(x) = x pour tout o € Hy. De plus, comme H; C Ho,
il en découle que o(x) = x pour tout o € Hy. On a ainsi montré que = est un élément de
Invk(Hy) et que ’Ian(Hg) C Invg(Hy) ‘

(ii) L’extension F'/k est séparable car K/k 'est, donc F/k est galoisienne si et seulement
si F'/k est normale.

Si F'/k est une extension normale, alors ¢ est bien définie. Elle est de plus surjective. En
effet, soit 7 € Gal(F/k), par le théoréme de prolongement, il existe un homomorphisme

o: K — k tel que o|p = 7. Comme K/k est une extension galoisienne, on en déduit que
o € Gal(K/k). Notons que

ker ¢ = {0 € Gal(K/k)|p(0) = idr} = {o € Gal(K/k)|o|r = idr} = Gal(K/F).

Donc Gal(K/F) est distingué dans Gal(K/k), et on a I'isomorphisme
Gal(K/k)/Gal(K/F) = Gal(F/k)

en tant que groupes topologiques par la proposition 2Z—12.

Réciproquement, si Gal(K/F) est distingué dans Gal(K/k), montrons que F/k est une
extension normale. Il suffit de montrer que 7(F) = F pour tout k-homomorphisme 7 :
F — k par proposition [4. Notons d’abord que o(F) = F pour tout o € Gal(K/k).

En effet, si p € Gal(K/F) et siz € F, alors p(o(z)) = o(c 7 po)(z) = o(x) car Gal(K/F)
est distingué dans Gal(K/k). On en déduit que p € Gal(K/o(F')), d'ou Gal(K/F) C
Gal(K/o(F)). Par le théoreme de Galois (I"T7), on a

o(F) = Invg(Gal(K/o(F))) C Invg (Gal(K/F)) = F.

De plus, [K : 0(F)] = [0(K) : o(F)] = [K : F] car o est un k-automorphisme de K. On
en déduit que F' = o(F) pour tout o € Gal(K/k). B
Pour 7 un k-homomorphisme de F' dans k, il existe ¢ un k-homomorphisme de K dans k tel

que o|r = 7 par le théoreme de prolongement. Or, K/k est galoisienne, ainsi o € Gal(K/k).
On a donc 7(F) = o(F) = F. D’ou F est normale.

O

En résumé, si K/k une extension galoisienne de groupe de Galois Gal(K/k), alors on a
une bijection décroissante F' — Gal(K/F), d’application réciproque H — Invg(H), entre
les sous-corps de K contenant k et les sous-groupes fermés de Gal(K/k).

Dans la suite de ce paragraphe, on étudiera le groupe de Galois de I'extension L/L’, ou L
est la cloture séparable de k et L’ est la cloture abélienne de k. Commencons par rappeler
quelques notions et propriétés de la cloture séparable et la cloture abélienne.
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Proposition 2.32. Soit k une cléture algébrique de k. Alors l’ensemble d’éléments sépa-
rables sur k dans k est un corps.

Preuve. 11 suffit de montrer que si x et y sont deux éléments séparables, alors x+y, x—y, Ty
et zy~! sont aussi séparables. Remarquons que si k(x)/k est une extension algébrique, alors
k(x)/k est une extension séparable si et seulement si = est séparable sur k. Remarquons
également que si k(z)/k est une extension séparable, alors k(z,y)/k(y) est aussi une ex-
tension séparable. On en déduit que si = et y sont séparables sur k, alors k(x,y)/k est une
extension séparable. D’olt = + y, z — y, 2y et 2y~ sont séparables sur k.

O

Définition 2.33. Soit k& une cloture algébrique de k. La cloture séparable de k est 1'en-
semble des éléments séparables sur k dans k .

Remarque. (i) La cléture séparable dépend du choix de la cloture algébrique et deux cloture
séparables de k sont k-isomorphes;

(ii) La cloture séparable de k, noté K, est une extension galoisienne sur k. En effet, si
x € K, alors z est séparable sur k par définition. Donc son polynéme minimal Irry(x)
n’a que des racines simples. Si y est un k-conjugué de x, alors Irry(y) = Irri(x) qui est
séparable sur k. On en déduit que K /k est une extension normale et donc galoisienne.

Lemme 2.34. Soient k une cloture algébrique de k et (N;/k)icr une famille d’extensions

abéliennes de k contenues dans k. Alors k:( U Nl)/k est une extension abélienne.
il
Preuve. 11 suffit de montrer que k( U Ni) /k est une extension normale, séparable, et de
i€l
groupe de Galois abélien. Posons N = U N;.
i€l
* Montrons que si (N;/k);cr est une famille d’extensions normales, alors k(N)/k est une
extension normale.
Remarquons d’abord que k(N) = U k(F). Siz € k(N), alors z € k(ny,--- ,n,) avec

F fini
FCN

n; € Ny, pour k; € I et 1 < ¢ <r. On note P; les polynémes minimaux de n; et on pose
P = P;---P,. Comme les extensions Ny, /k sont normales, le corps de décomposition de

n
P, noté K, est une extension normale sur k& qui est incluse dans k( U Nk:i) C kE(N). On
en déduit que tous les conjugués de = sont dans K, donc dans k:(](f )1 D’ou k(N)/k est
normale.
* Montrons que si (N;/k);cr est une famille d’extensions séparables, alors k(N)/k est une
extension séparable.
Siz € k(N), alors z € k(ny,--- ,n,) avec n; € Ny, pour k; € I et 1 < i < r. Comme
les extensions Ny, /k sont séparables, les n; sont séparables sur k. On en déduit que
k(ni,--- ,n,)/k est une extension séparable. D’ou = est séparable sur k.
* Montrons que si (N;/k);cs est une famille d’extensions abéliennes, alors k(V)/k est une
extension abélienne.
Gréace a ce qui précede, il suffit de montrer que le groupe de Galois Gal(k(N)/k) est
abélien. Posons
¢: Gal(k(N)/k) — []Gal(Ni/k)
el
o —  (o|N;)iers
alors ¢ est injective. En effet, si 0|y, = idy, pour touti € I, ona o = idy(ny car N = U N;
icl
et ol = idk. On peut donc identifier Gal(k(N)/k) comme un sous-groupe du groupeepro—

34



duit H Gal(N;/k). Or, H Gal(N;/k) est un groupe abélien car tous les Gal(N;/k) le sont.
i€l icl
On en déduit que Gal(k(N)/k) est bien un groupe abélien.

O

Définition 2.35. Soient k& une cloture algébrique de k et (N;/k);cs la famille de toutes

les extensions abéliennes de k contenues dans k. Le corps k( U N,;) = H N; est appelé la
il il

cloture abélienne de k.

Remarque. (i) La cloture abélienne dépend du choix de la cloture algébrique et deux cléture

abéliennes de k sont k-isomorphes ;

(ii) La cloture abélienne de k est un sous-corps de la cléture séparable de k.

Définition 2.36. Soient G un groupe et x,y deux éléments de G. Le commutateur du
1

couple (z,y) est un élément de G défini par [z,y] = zyz~ 1yt
Lemme 2.37. Soit G un groupe et G' le sous-groupe engendré par les commutateurs
d’éléments de G. Alors G' est normal et G/G' est abélien. Réciproquement, si H est un
sous-groupe normal de G et si G/H est abélien, alors G' C H.

Preuve. Montrons d’abord que G’ est normal et que G/G’ est abélien.
Soient z,¥,z € G. Alors

2z, gl = zaeyrly e = zaya ey T lyzy e = (2 ][y, 2] € G

D’ou G’ est normal. De plus, on a :
(@G (YG") = 2yG' = yra~ly ayG = yala~h y G = ya @ = (y&) (@ G).

D’ou G/G’ est abélien.
Réciproquement, si H est un sous-groupe normal de G et si G/H est abélien, soit z,y € G.
Alors on a :

G/H abélien

[z, y|H = zy(z~ 'y ' H) zy(y 'a~'H) = H.

On en déduit que [z, y] € H pour tout z,y € G. D’ou G’ C H.

0

Proposition 2.38. Soient L la cloture séparable de k et L' la cloture abélienne de k.
Alors le groupe de Galois Gal(L/L') est ladhérence de G' dans Gal(L/k), ou G’ est le
sous-groupe de Gal(L/k) engendré par les commutateurs d’éléments de Gal(L/k).

Preuve. On a I'isomorphisme suivant : Gal(L/k)/Gal(L/L") = Gal(L'/k). En effet, comme
L est une cloture séparable de k, l'extension L/k est galoisienne et par conséquent, 1'ex-
tension L/L’ est également galoisienne. De plus, comme L’ est une cloture abélienne de k,
il en découle que l'extension L'/k est abélienne et donc galoisienne. Ainsi, par le theéréme

2231, on peut en déduire I'isomorphisme | Gal(L/k)/Gal(L/L") = Gal(L' /k)|.
Comme L’ est la cloture abélienne de k, on peut en déduire que Gal(L'/k) est abélien.
Donc d’apres le lemme 2237, G' C Gal(L/L’). Montrons que Gal(L/L") = G'.

“D” : On sait déja que G’ C Gal(L/L"). Ainsi, G’ C Gal(L/L’). Comme L' est un sous-
corps de L, on en déduit par le théoréme 2231 que Gal(L/L’) est un sous-groupe fermé de
Gal(L/k). D’ot Gal(L/L') = Gal(L/L") et |G’ C Gal(L/L")|.
“C” : Notons S = Invr(G'). Etant donné que G’ est le sous-groupe normal engendré par
les commutateurs d’éléments de Gal(L/k), on peut en déduire par le lemme 2237 que G’
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est normal. Ainsi, d’aprés la proposition 28, G’ est normal. Comme G’ est un sous-groupe
fermé de Gal(L/k), on peut en déduire par le théoréme P23 que S est un sous-corps de L.
De plus, par le théoréeme 2231, Gal(L/S) = Gal(L/Invr(G")) = G'. Donc S est de groupe
de Galois G’. Comme G’ est normal, on en déduit par le théoréme 2230 que S/k est une
extension galoisienne et on a I'isomorphisme suivant :

Gal(S/k) = Gal(L/k)/Gal(L/S)

Comme G/ C G’ = Gal(L/S), on en déduit par le lemme P237 que Gal(S/k) est abélien,
c’est-a-dire, S/k est une extension abélienne. Ainsi, comme L’ est la cloture abélienne
de k, S est un sous-corps de L’ et par conséquent, comme l'opération Gal(L/-) inverse

linclusion, |Gal(L/L") C Gal(L/S) = G'|.
Dot |Gal(L/L') =G’ |.
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3 Quelques Exemples

Dans cette partie, on appliquera le théoréme de Krull pour décrire explicitement certaines
extensions galoisiennes de degré infini.

3.1 Clo6ture algébrique des corps finis

Le but de ce paragraphe est de décrire le groupe de Galois de ’extension Fp /Fp.
Proposition 3.1. Soit p un nombre premier. Posons pour m <n

Pnm : L[P"Z — ZJp"Z
el zm]

les homomorphismes de groupes, ot zn désigne la classe de x modulo p™ et zlml désigne la
classe de x modulo p™. Alors ((Z/p"Z)n>1, (Pnm)m<n) est un systéme inverse de groupes
et de homomorphismes.

Preuve. 11 est clair que pppn = idz,nz pour tout n > 1. Sim < n <[, et si e z/pz,
alors
(b © 1) @) = pr (&) = 27 = 1 (21).
D’ol prm © Pin = Pim-
O

Définition 3.2. Soient p un nombre premier et py,, les homomorphismes définis comme
ci-dessus. On note Z, la limite inverse de la famille (Z/p"Z),>1 par rapport aux homo-
morphismes (ppm)m<n, €t on I'appelle 'anneau des entiers p-adiques.

Lemme 3.3. Soit 1 /k et Fy/k des extensions galoisiennes. Alors F1Fy/F) N Fy est une
extension galoisienne et

Gal(Fng/Fl N Fg) = Gal(Fl/Fl N FQ) X Gal(Fg/Fl N FQ). (*)
En particulier, si Fy N Fy =k alors on a Gal(F1Fy/k) = Gal(F1/k) x Gal(F»/k).

Preuve. D’apres le lemme PZ34, Fy F5/k est une extension galoisienne, donc Fy Fy/Fy N Fy
est galoisienne. Il reste & montrer (). Posons

¢ : Gal(Fng/Fl N FQ) — Gal(Fl/Fl N FQ) X Gal(FQ/Fl N FQ)
g — (O-’F1>O-|F2)'

Alors :

* L’application ¢ est bien définie car Fy/F) N Fy et Fy/F) N Fy sont des extensions galoi-
siennes.

* ¢ est un homomorphisme. En effet, si 0,7 € Gal(F1F/F) N F3), alors

QZ)(U © T) = ((U © T)|F17 (J © 7—)|F2) = (U|F1 o T|F170-|F2 © 7-|Fz) = (O-’F170-|F2) © (T|F177—|F2)'
* ¢ est injective. En effet, si o|p, = idp, et si o|p, = idp,, alors 0 = idp g, car F1Fy =
k(Fl U Fg) et U|k = idy,.

* ¢ est surjective. En effet, soit (o1,02) € Gal(F1/F1 N Fy) x Gal(F»/Fy N Fy). Pour
r € F1 U Fy, on définit

o(z) = oi1(x) sixze€ Fy;
0'2(1‘) six e Fy,

puis on la prolonge linéairement sur F} F5. L’application o est un FyUFs-automorphisme de
F\F, car Fy Fy/ F1NF; est galoisienne et 01, o9 sont F1NFy-stables. Ainsi o € Gal(Fy Fy/FiN
Fg) et (25(0) = (0’1,0’2).

Conclusion : ¢ est un isomorphisme.
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Lemme 3.4. Soient K/k une extension galoisienne finie et F1/k, F5/k des sous-extensions
de K. Alors Gal(K/FiNFy) = (Gal(K/F1), Gal(K/Fy)). En particulier, si Fy /k, F»/k sont
galoisiennes et si K = F1Fy, alors Gal(K/F1 N Fy) = Gal(K/Fy) x Gal(K/F3).

Preuve. Comme Fy N Fy, C Fy et F1NFy, C Fy, on a Gal(K/Fy) C Gal(K/F) N Fy) et
Gal(K/F) C Gal(K/Fy N Fy). D’ou (Gal(K/F1),Gal(K/Fy)) C Gal(K/F1 N Fy).
Réciproquement, d’apres le théoréeme de Galois (ICI7), il suffit de montrer que

Invg ((Gal(K/F1),Gal(K/F»))) C Invg(Gal(K/F1 N Fy)) = F1 N Fy.

Siz € Invg((Gal(K/F1),Gal(K/F))), alors o(z) = x pour tout o € (Gal(K/F1),Gal(K/F3)).
En particulier, o(xz) = z pour tout o € Gal(K/F}) et pour tout o € Gal(K/Fy). Cest-a-
dire, z € Invg (Gal(K/F1)) N Invkg (Gal(K/Fy)) = F1 N Fs.

Conclusion : | Gal(K/Fy N Fy) = (Gal(K/F), Gal(K/F)) |

Si F1/k et Fy/k sont en plus galoisiennes, alors Gal(K/F}) et Gal(K/F) sont distingués

par le théoreme de Galois (II1). De plus, Gal(K/F1)NGal(K/F3) = {idg } car K = F1 F5.

On en déduit que | (Gal(K/Fy), Gal(K/Fy)) = Gal(K/Fy) x Gal(K/F) | Dot le résultat.

O

D’apres le lemme B=3 et B4, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.5. Soient F /k et Fy/k des extensions galoisiennes finies. Alors F1Fy/FiNFy
est une extension galoisienne et

Gal(Fng/FlﬂFg) = Gal(Fl/Fl ﬂFg) XGal(Fg/FlﬂFg) = Gal(Fng/Fl) X Gal(FlFQ/FQ).

Proposition 3.6. Gal(F,/F,) LZ/nZ

Preuve. Soit F un corps inclus dans F, tel que l'extension F/F, est galoisienne finie et
soit n le degré de D'extension F/F,. Alors F' = Fyn et par le théoréme 2229, Gal(F,/F,) =
Jim m Gal(Fyn /Fp). Or, Gal(Fpyn /Fp) = Z/nZ par le théoréme T4,

D’ot I'isomorphisme ‘ Gal(F,/F,) = T&lZ/nZ .

O

On va maintenant donner une description plus précise du groupe de Galois de ’extension
[F,,/F,. Pour cela, on va avoir besoin du théoréme suivant :

Théoréme 3.7. Soit (L,)n>1 une famille d’extensions galoisiennes de k telle que :

(i)K:k( U Ln> ;

n>1

(ii) Ym > 1, k( U Ln> N Ly, =k.

n#m
Alors, Gal(K/k) = ] Gal(Lyn/k).
n>1

Preuve. Posons
0: Gal(K/k) — [ Gal(Ln/k)
n>1
o — (ol )n>1-

* L’application 6 est bien définie. En effet, si 0 € Gal(K/k), alors comme L, /k est une
extension galoisienne, o|z, € Gal(L,/k) pour tout n > 1.
* L’application # est un homomorphisme de groupes. En effet, pour tout o1, 02 € Gal(K/k) :
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déf
001 002) = ((01002) |1, )n>1 = (01]1, © 02|12, )nx1
déf
= (01]L.)n>1 0 (03], )nz1 = 0(01) 0 0(0).
De plus, 0(id) = ((idk )L, )n>1 = (idL, )n>1.
* Montrons que I’application 6 est injective. Soit o un k-automorphisme de K. Supposons
que 0(c) = (idr, )n>1. Alors o, = idy,, pour tout n > 1, c’est-a-dire, o(x) = = pour tout

x € Ly avec n > 1. De plus, par hypothese, K = k‘( U Ln> et o(x) = x pour tout = € k.
n>1

On peut alors en déduire que o(x) = = pour tout x € K et donc que ’ Ker(0) =idg ‘ D’ou

I’injectivité de 'application 6.
* Montrons que 'application 6 est surjective. Soit o™ € Gal(L,/k) pour tout n > 1.
n

Pour tout n > 1, notons K, le plus petit sous-corps de K qui contient k et U L;, c’est-
i=1

n
a-dire K,, = k( U Li>. Alors K, /k est une extension galoisienne par le lemme 2234. Par
i=1

conséquent, on a K = k( U Ln> = U K, et K,, C K,4+1 pour tout n > 0 en posant
n>1 n>0
Ky = k. Construisons maintenant par récurrence sur n > 0 un k-automorphisme o, de

K, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) op—1 = on|K,_, pour tout n > 1;

(2) ¢ = g, |1, pour tout i tel que 1 < i < n.

Prenons tout d’abord o¢ = idy, et o1 = o) € Gal(Ly/k). L’application o vérifie bien les
hypotheses (1) et (2). En effet, K1 = L; par définition. Il en résulte que o1 € Gal(K;/k).
De plus, on a :

01|L1 = U(l)‘Ll = 0-(1)’

et
o1k, = UU)‘k = id, = 0y.

Supposons maintenant que les applications og, - -- , 0,1 sont déja construites. Comme
n
K, = k( U LZ-> =k(K, 1UL,) =K, 1Lyetk=K, 1NL,
i=1

pour tout n > 1, on peut en déduire par le lemme B3 que
Gal(K,/k) = Gal(K,—1/k) x Gal(Ly/k).

Ainsi, il existe un k-automorphisme o, de K, tel que o]k, , = on—1 €t oy, = o™ De
plus, pour tout i € {1,...,n — 1}, on a :

L,CK,_ .
U”’Li = (O-n’Kn—l)‘Li :O-n_l‘Li =0

D’ou la récurrence.
Soit o un k-automorphisme de K défini par o(z) = o,(x) si z € K,,. L’application o est
bien définie. En effet, si z € K, et si x € K, avec n < m, alors

(@) “EE (00| k,) (@) = ().

De plus,
0(0) = (Onlz,)nz1 = (")nz1.
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D’ou la surjectivité de ’application 6.

* Il reste & montrer que Iapplication 6 est continue. Pour cela, il suffit de montrer que
pour tout ouvert U C ¥ ((idr, )n>1), 0~ H(U) est ouvert. Comme les Gal(L;/F};) forment
une base de voisinages de idy, € Gal(L;/k) pour tout i € I avec Fj/k une extension ga-

loisienne, il suffit de prendre U = H Gal(Ly,/k) x H Ving, o Vi, = Gal(Ly,, / Fpn,;) avec

n#Em; i=1
F,,,/k une extension galoisienne pour tout ¢ € {1,--- ,{}. On a :

9_1(U):0‘1<h< I Gal(Ln/k) x Vi, )) ﬂe ( 11 Gal(Ln/k)mei)
=1

n#m; n#m;
Or:
_1< H Gal(Ly/k) x Vm,) = {0 € Gal(K/k) | 0(o) € H Gal(Ly,/k) % sz}
4 {a € Gal(K/k) | (e )nz1 € J[ Gal(Ln/k) x le}
= {0 € Gal(K/k) | o|r, € Gal(Ln/k) Vn # m; et oL, € Vi, = Gal(Lm,/Fp,)}.
De plus :

0L, € Gal(Ly,/F,) <= (0|L,,.)|F,, = idF,,

Fp,. CLm
{:> K O"Fmi = ZdFmi <~ 0 € Gal(K/le)

Ainsi, 91< H Gal(L,/k) x Vmi> = Gal(K/F,,) et donc :

n#m;

= h0_1< H Gal(Ly,/k) x qu-,) = hGal(K/Fmi) :

n#Em; i=1

Comme Gal(K/F,,) est un ouvert de Gal(K/k) pour tout ¢ € {1,...,}, on peut en
déduire que §~1(U) est ouvert comme intersection finie d’ouverts. D’ou la continuité de
I’application 6.

Ainsi, on peut conclure que |Gal(K/k) = H Gal(Ly/k) |

n>1

Gréace au théoréeme B0, on peut maintenant énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 3.8. Gal(F,/F,) H Zy.
q€eP

Preuve. Posons L, = U Fpqn ou ¢ est un nombre premier. Remarquons que F,u C Fyn si
n>1

et seulement si d|n. Alors :

* Lq/Fy, est une extension galoisienne infinie car Fon C ]qun+l et Fon /), est une extension

galoisienne pour tout n > 1.

*xF, = Fp< U Lq>. En effet, si z € F,, alors x est algébrique sur F,. Ainsi, F,(z)/F, est
q€eP
une extension finie et donc F,(x) = Fpn pour un n > 1. Posons n = ¢{*...¢%* avec ¢; € P
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deux & deux distincts et o; > 1 pour tout ¢ € {1,--- ,s}.

S S

Montrons que Fpn = ]Fp< U F q%). Posons ) := Fp< U F q‘?‘i>, comme ¢;"|n, on a
~ pi = P

}qu;"i C Fpn pour tuot i € {1,--- ,s}. On en déduit que Qs C Fpn. 11 suffit donc de montrer

que [Q : Fp] = n. Procédons par réccurence sur s € N*.
Pour le cas s = 1, on a bien [Q; : F,] = [F o1 F,] = ¢7'*. Supposons que [ : )] =
P

q7t...qo°7" et montrons que [ : Fp] =n. On a :

hyp. « as
[ Fp] = [ Qe ][ 1 - Fp) 2 g0 g M [ Q1]

De plus, on a le dessin suivant :

Qs—l (qu«sxs )
N

n/q\ e

Comme n/q$ et g5 sont premiers entre eux, on a :

qs* [stl(qu?S) Q5] < [quss FFpl = g5

D’ou
[QS : QS—I] = [Qs—l(F q?s) . Qs—l] = q?s

Ainsi, [Qs : Fp] = ¢7...¢.°1"¢%* = n. D’ott la réccurence.
On peut ainsi en dedulre que

2 €Fpn =F,| |JF i | CF| (JLg | CFp| U Lq |-
i P i=1 q€P

Ainsi F), C Fp< U Lq>. D’on légalité |F, = F ( U L ) car l'inclusion inverse est im-
q€P qeP

médiate.

U Lq> N Ly =T, pour tout ¢’ premier. En effet :

a7#q'
- Si @ € Ly, alors il existe un m > 1 tel que © € F (;ym et ainsi :

[Fp() : Fp) | [Fanm : Fp] = (&)™

-Siz el U Lq>,alorsx€FP<UF m) =Fpn avecn = ¢7'"...q%°, ¢; # ¢ et a1 > 1.
q#q i=1

Ainsi, [Fp(x) : Fp] | [Fpn : Fp] = n. Par conséquent, [F,(x) : Fp| | pged(n, (¢')™) =1 et

donc [Fp(z) : Fp] = 1. On en déduit alors que F,(z) = F), et que x € F),.

Ainsi, F), U Lq> N Ly C Fp. L'inclusion inverse étant immédiate, on peut en déduire
a#q

Dégalité | F (U L)ﬂL/_IF

q97#q
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On peut alors appliquer le théoréme B2 et en déduire que | Gal(F,/F)) H Gal(Ly/Fyp) |
qelP

Le but maintenant est de déterminer Gal(L,/F,). Pour tout ¢ € IP, posons
4, ={F C L, | F/F, galoisienne finie}.
Alors ¢, est un ensemble ordonné filtrant a droite. Ainsi :

Gal(Ly/Fp) = LGal (F/Fp) LGal Fpan [Fp) = T&lZ/q”Z = Zyq.

D’ou l'isomorphisme | Gal(F,/F,) HZ .
peP
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3.2 Extension cyclotomique maximale du corps des rationnels

Dans ce paragraphe, on étudiera I’extension cyclotomique maximale du corps des rationnels
Q. Plus précisément, soit Q la cloture algébrique de QQ, posons

={F|QC F CQet F est une extension cyclotomique de Q}

= {Q(&) | £ une racine primitive n-ieme de l'unité avec n € N*}

et

:Q( U F)

Fe7z

Alors % est filtrant a droite par le lemme B9 et K/k est une extension galoisienne de
degré infini. On appelle K [’extension cyclotomique mazximale du corps de rationnels.

Lemme 3.9. Soit &, (resp. &,) une racine primitive r-iéme (resp. n-ieme) de l'unité avec
r € N* (resp. n € N*). Alors :

(i) Q(&r, &) = Q(&m) avec m = ppem(r,n) ;

(i) Q(&r) N Q(&n) = Q(&a) avee d = pged(r,n).

Preuve. (i) Comme ord(&,) = r|lm et ord(&,) = n|m, on en déduit que &, &, € Q(&m)-
D’ou Q({T,gn) C Q(gm) Réciproquement, on a ord((£,)7) = 7 et ord((€n)™) = n.

Or, * = 5 et 7+ = 2, donc 7 et 7> sont premier entre eux, il existe donc p,q € Z

tels que p™ + q% — 1. On en déduit que &y = (En)P 700 = ((€0) 7 )P (€)™ )7, ainsi

fm € @(grvgn) D’ou Q(fm) - @(51”7571) Conclusion : ’@(ém) = Q(fr’é-n) ‘
(ii) Comme ord(&y) = d et d|r,d|n, on en déduit que £; € Q(&,) N Q(&,). D’ou Q(&y) C

Q&) NQ(&n)- Ainsi [Q(&) NQ(&n) = Q] = [Q(&a) : Q) = »(d).
D’apres le lemme B33,

Gal(Q(&6n)/Q(&) NQ(ER)) = Gal(Q(&r)/Q(&r) N Q(En)) X Gal(Q(&n)/Q(Er) N Q(En))-

D’apres le théoreme de Galois (II7),

|Gal(Q(&r, €n)/Q(Er) N Q(En))]
|Gal(Q(&r)/Q(&r) N Q(&n))
|Gal(Q(&n)/Q(&) NQ(&R))]

On en déduit que

[Q(&r, €n) + Q&) NQ(ER)],
[Q(&) = Q&) NQ(ER)],

On a donc :

= [Q(&) : (fr) n Q(fn)] [Q( ) @(fr) N Q(én)} - [Q(&r) NQ(&n) : Q]

_[Q(6) Q- [Q&n) : Q] o(r) - o(n)

Q&) NQE):Q  [Q&) NQE) : Ql
. p(r) - p(n)
AlnSI [Q(&“) N Q(gn) . Q] [Q(f’r’v fn) Q]
Remarquons que ¢(r)p(n) = ¢(d)p (m) En effet, posons r = p{'---p% (resp. n =
Pt pfs) avec s € N,q; (resp. B;) € N et p; des nombres premiers deux a deux dis-
tincts. Alors
p(r) = o(pi" - p5)

= o(p") - o(p*),

I
S
i~
3
5
3
»

p(n) = w(pfl cp)
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On en déduit que

p(r)e(n) = o(pi") - (P )] - ()
=) o)) - - o(ps°) = w(d)p(m),
ou u; = min{a;, f;} et v; = max{a;, 5;} pour 1 <i < s. On a donc

o(d) - o(m)
[Q(frv gn) : @] .

D’apres (i), [Q(&&n) = Q] = [Q(&m) : Q] = ¢(m), on en déduit que
[Q(&) N Q&) : Q] = p(d).
Q&) NQ(E) = Q(E) |

[Q(&“) N Q(ﬁn) : Q] =

D’ou

O

Définition 3.10. Soit I un ensemble d’indices pré-ordonné par rapport a < qui est filtrant
a droite. Un sous-ensemble J de I est dit cofinal si il est filtrant a droite et si pour tout
1€ 1,1l existe un 5 € J tel que ¢ < j.

D’apres le théoreme de Kronecker- Weber ([d], page 45, théoréme 2), toute extension abé-
lienne de QQ est contenue dans une extension cyclotomique de Q et ainsi K est égal a la
cloture abélienne de Q. Posons maintenant

G ={F|QCF CK et F/Q est une extension galoisienne finie}.

Alors . est un sous-ensemble cofinal de ¢ par le théoréme de Kronecker- Weber.

Lemme 3.11. Soient I un ensemble d’indices pré-ordonné par rapport a < qui est filtrant

da droite et J un sous-ensemble cofinal de I. Soit ((S;)icr, (7ji)i<j) un systéme inverse

d’ensembles (resp. groupes, espaces topologiques, groupes topologiques) et d’applications

(resp. homomorphismes, application continues, homomorphismes continus). Alors @Si =
I

J
Preuve. Posons S = 1&152- et m; : S — S; pour tout ¢ € 1.
I

* mj; o = m; pour tout ¢,j € J avec i < j. En effet, comme S est la limite inverse du
systeme inverse ((S;i)icr, (7ji)i<j), on a mj; o mj = m; pour tout 4,j € I avec i < j.

x Si S’ est un ensemble (resp. groupe, espace topologique, groupe topologique) et si pour
tout i € J, w} : S’ — S; est une application (resp. homomorphisme, application continue,

homomorphisme continu) telle que 7j; o 7; = m; pour tout i,5 € J avec i < j, définissons

6: 88 — S
s — 0(s)

ou 0(s) = (mj,i o ;. (s))ier avec j; € J et i < j; (ceci est possible car J est filtrant a
droite).

Alors I'application 6 est bien définie. En effet, si j;,ji € J avec i < j; et i < jI, alors
comme J est filtrant & droite, il existe un k € J tel que j; < k,j; < k. De plus, si s € 5,
alors on a :

i © T5,(8) = Tjsi © (T g, © M)(8) = (M40 © Tk j;) © T (8) = Thi © mh(8),

Tt © T (s) = Tt © (Wk,j; om)(s) = (Wj;,i °© Wk,j;) o mi(s) = ki 0w (s).
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Dot mj,; o mj (s) = mj; 0 773.2{(5). Ainsi 6 est bien une application (resp. homomorphisme,

application continue, homomorphisme continu).
De plus, m; 0 § = 7} pour tout ¢ € J. En effet, si s € S’, alors

(i 0 0)(s) = 7j,.4 0 ), (5) = mi(s)-

Il reste & montrer I'unicité de 6. Soit #’ : S — S une application (resp. homomorphisme,
application continue, homomorphisme continu) vérifiant m; 0§’ = 7} pour tout i € I. Alors

0(s) = (mi 0 0(s))icr = (mi(s))ier = (mi © 0'(s))ier = 0'(s)-

D’ou 0 = ¢'. Ainsi lgl S; vérifie la propriété universelle de la limite projective des S; pour

I
i € J et donc : @Sizfglsi.
1 J

O

Proposition 3.12. Gal(K/Q) = yLn(Z/nZ)X.

Preuve. D’apres le théoréeme de Krull, le théoréme T3 et le lemme B,

s e I3
Gal(K/Q) = limGal(F/Q) = limGal(F/Q) = @(Z/nZ)X.
9 F

D’ou le résultat.

O

Soit p un nombre premier. Posons
Fp ={Q(§) | £ une racine primitive p"-ieme de I'unité avec n € N*}

et
Tp:Q( U F)
FeZ,

Alors T,,/Q est une extension galoisienne de degré infini pour tout p premier.

Proposition 3.13. Soit p un nombre premier. Soient T, et K définis comme ci-dessus.

Alors :
(i) K=0(JT);
peP
(ii) Q( U Tp) NT, = Q pour tout q premier;
p#q
(iii) Gal(K/Q) = [[ Gal(T,/Q).

peP

Preuve. (i) 11 suffit de montrer que K C @( U Tp>. Soit x € K. Alors Q(z)/Q est une
peP
extension abélienne car K l'est, et ainsi, par le théoréeme de Kronecker-Weber, il existe

un n € N* et &, une racine primitive n-iéme de I'unité telle que Q(z) C Q(&,). Posons
n=pi' .- p%, d’apres le premier point du lemme B, on a

Q&) = Q& &es) S QT U---UT,,) C Q( U Tp).
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On en déduit que z € Q(x (UT) D’ou KQQ(UTP).
peP
(ii) 11 suffit de montrer que Q( U Tp> NT; € Q. Notons d’abord que Q(A4) = U Q(B).
pF#q BCA fini
Sixze Q( U Tp), alors il existe
p#q
Syi={p;""|t; e N*, vy, eNyi =1, -+ , 5,5 € N}

tel que x € Q(S1). D’apres le premier point du lemme B9, Q(S1) = @(ﬁptlml,--- Epas) =
Q(&n) ot o = Jmax a;; pour 1 <i<setn=pi- --p¥. De méme, si z € Q(Ty), il
<j<ti

existe

So={¢"|BieNi=1,-- ttec N}
tel que z € Q(S2). D’apres le premier point du lemme B9, Q(S2) = Q(§,5) ou § = max Bi.

Comme n et ¢ sont premiers entre eux, on en déduit que Q(£,)NQ(¢,s) = Q par le deux1eme

point du lemme B, c’est-a-dire, x € Q. D’ou @( U Tp> NTy; CQ
P#q

(iii) 11 suffit d’appliquer le théoréme BZ2.
O

Gréce a la proposition B3, étudier la structure de Gal(K/Q) revient a étudier la structure
de Gal(T,/Q). Posons

={F|QCF CT,et F/Q est une extension galoisienne finie},

alors .%, est un sous-ensemble cofinal de ¥, par le théoreme de Kronecker-Weber et le
lemme B9.

Lemme 3.14. Soit I un ensemble d’indice totalement ordonné. Soient G un ensemble
(resp. groupe, espace topologique, groupe topologique) et ((S;i)icr, (mji)i<j) un systéme in-
verse d’ensembles (resp. groupes, espaces topologiques, groupes topologiques) et d’applica-
tions (resp. homomorphismes, applications continues, homomorphismes continus). Soit

7~rji: GXS]' — GXSZ
(9,85) — (9,mji(s)))
une application (resp. homomorphisme, application continue, homomorphisme continu)
avec i,j € I tels que i < j. Alors ((G x Si)icr, (Tji)i<j) est un systéme inverse d’en-
sembles (resp. groupes, espaces topologiques, groupes topologiques) et d’applications (resp.
homomorphismes, applications continues, homomorphismes continus) et l&n(G x S;) =
Preuve. Notons que 7;; = idgxs; pour tout i € I et mj; o Ty; = 7y pour @ < j < k. En
effet, si (g,s;) € G x S; et si (g,sx) € G X S, alors

Tii(9, 8i) = (9, mii(si)) = (9, 81) = idgxs; (9, 5i)
(7ji © ki) (95 k) = Tjig, mhj(sk)) = (g, (mji 0 Tj) (k) = (95 Thi(sk)) = Tki (9, sk)-
On en déduit que ((G x S;)ier, (ji)i<j) est un systéme inverse d’ensembles (resp. groupes,
espaces topologiques, groupes topologiques) et d’applications (resp. homomorphismes, ap-
plications continues, homomorphismes continus). Il reste a montrer que Lim(G x S;) =
G x lim S;. Posons (S, (m3)icr) la limite projective du systeme inverse ((.S;)ier, (7ji)i<;) et
772' : Gx S — G x SZ
(g,S) — (977Ti(5))
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pour tout ¢ € I, alors 7;; o T; = m; pour tout ¢ < j. En effet, si (g,s) € G x S, alors

(Tji 0o 7j)(g,8) = Tji(g, () = (g, (mji 0 ;) (s)) = (9, mi(s)) = Ti(g, 5)-

Soient H un ensemble (resp. groupe, espace topologique, groupe topologique) et p; : H —
G x S; une application (resp. homomorphisme, application continue, homomorphisme
continu) pour tout i € I telle que 7j o p; = p; pour tout i < j. Posons p; = (pgl),p?))
pour tout ¢ € I, ou ,07(;1) : H — G et p§2) : H — S; sont des applications (resp.
homomorphismes, applications continues, homomorphismes continus), alors :

pi(h) = (p" (1), 7 (h)),
(7ji 0 pj)(h) = Ta(p\" (), 0 () = (37 (), (mji 0 9\P) (),

pour tout h € H et i < j. On en déduit que

1 1 2 2
Pt = pi et p® = mji0 pf? (%)
pour tout ¢ < j. Comme I est totalement ordonné, on a pgl) = pg-l) pour tout ¢,5 € I.
Posons pg = pgl) et

p: H — GxS
ho— (po(h), (0 (h))ier),

alors p est une application (resp. homomorphisme, application continue, homomorphisme
continu) telle que 7; o p = p; pour tout ¢ € I. En effet, si h € H, alors

(7 0 p)(h) = Tilpo(h), (97 (1)) jer) = (po(h), i (R)) = pi(h).

Montrons maintenant 1'unicité de p. Soit p : H — G x S une application (resp. homo-
morphisme, application continue, homomorphisme continu) telle que 7; 0 p = p; pour tout
i € 1. Posons p = (pV), 5(?)), alors :

pi(h) = (po(h), p;
(Ti 0 p)(h) = Ti(p) (h), ) (h)) = (B

= @

S
)
—
>
~—
S—

On en déduit que pM) = py et m; o p pour tout i € I et ainsi, p() = py et

P2 = (bf?))ie r- Dot p = p. Ainsi G x lim S; vérifie la propriété universelle de la limite

projective des G x S; et donc : lgl(G x S;) =2 G x 1'&151- .

O
Lemme 3.15. Pour tout p premier, Gal(T,/Q) = @(Z/p"Z)X.
Preuve. D’apres le théoréeme de Krull, le théoreme I3 et le lemme B,
Gal(Ty/Q) = m Gal(F/Q) = lim Gal(F/Q) = lim(Z/p"2)".
4, Ty
D’ou le résultat.
O

Lemme 3.16. (La structure de (Z/nZ)*). Soit n = 2p - - pts avec s € N, t; € N* et p;
des nombres premiers deuxr d deux distincts. Alors :

() (Z/nT)* = (Z)2T)* x (ZfphD)* x - x (L/peT)* ;

(ii) (Z)27)* = {1}, (Z)227)* = {1,3} £ Z/27Z, (Z/2'7)* = 7/27 x 7.)2' =27 pourt > 3 ;
(iii) (Z/p'Z)* =2 Z./(p — 1)Z x Z./p'~'Z pour p premier impair et t > 1.
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Preuve. (i) D’apres le théoréme des restes chinois
Z/nZ 2 L) x TJp 7 x - - - x L[ pLe L.
De plus,
" e (Z/nZ2)* < pged(z,n) = 1;
& pged(z,2') = pgcd(m,pﬁi) =laveci=1,---,s;
o 72 e (z/22)%, 70 € (Z/phZ)* aveci=1,--- ,s;
o @@,z Zy € (2/212)% x (Z)p0T)% x - x (Z/ptT).

D’ou le résultat.

(ii) Les cas t = 1 et t = 2 sont clairs. Supposons que t > 3.

* Montrons que 5 € (Z/2!Z)* est d’ordre 2!=2. Pour cela, montrons d’abord par récurrence
sur I € N que (14 22)% =1+ 242 avec r impair.

L’égalité est vérifiée pour | = 0 et r = 1. Supposons que (1 + 22)21 = 1+ 22 avec r
impair, alors

2l+1

(1 + 22) — (1 4 2l+27’)2 -1 + 21+37, + 22[+4,r2 -1 + 21+3(T, + 2l+1,r2)

avec 1 + 27112 impair car r est impair. D’ou la récurrence.

, —k _ . . P
Par conséquent, (1 + 22)2t =1+ 27%2p avec 2 < k < t et rj, impairs. On en déduit
que

2t—

— 2 _— — 72t7k _— _
b =1+2ryg=1et5 =14 2t-k+2p LT pour k =3, - ,t.

Dot |ord(5) = 2172 |,

* Montrons que —1 ¢ (5). Il est clair que —1 est d’ordre 2. Notons que 07“d(52t73) =2
car ord(5) = 2!72. Ainsi, si —1 € (5), alors —1 = 570 17 2t=1rs. On en déduit que
2(1 + 2t2r3) € 2!7Z, donc 1 € 28727, contradiction. D’ott | =1 ¢ (5) |
x Montrons que (Z/2!Z)* = (=1,5) & (=1) x (5) & Z/2Z x Z,/2!~2Z. Comme (Z/2'7)* est
abélien, (—1) et (5) sont distingués dans (Z/2!Z)*. De plus, ord(—1) = 2 et ord(5) = 2!2.
Ainsi, on en déduit que

(—1,5) = (=1) x (5) 2 Z/27 x 7./2' 27|,

D’apres le premier théoreme d’isomorphisme de groupes,

=15 o ()

=) =DnE)y

On en déduit que

:; |- ()] = (=D - |(B)| = 2" = (2% = |(z/2'Z)%).

~

K
(L9 = Ty A )

D'ou |(Z/2'7)* = (—=1,5) |
(iii) x Montrons qu’il existe un élément g € (Z/p'Z)* d’ordre p — 1. Posons

Y|
~

7L/ — Z./pZ

la surjection canonique. Choisissons ZP! € (Z/pZ)* tel que ord(zP)) = p—1, alors il existe
un 7' € (Z/p'Z)* tel que 7(7') = ZlP). Posons u = ord(yl*']), alors

W= n(@)") = (@) = @),
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et on en déduit que p — 1|u. Donc ord((y[pt])ﬁ) =p— 1|, c’est le g recherché.

x Montrons que T+ p € (Z/p'Z)* est d’ordre p'~!. Pour cela, montrons d’abord par
récurrence sur [ € N que (1 +p)pl =1+ p!*1r avec pged(r,p) = 1.

L’égalité est vérifiée pour [ = 0 et r = 1. Supposons que (1 + p)pl = 1+ p"*1r avec
pged(r,p) = 1, alors

(1 _|_p) (1 +pl+1 Zcz l+1

+1
:1+p.pz+1r+(l’2)pzz+2 2 i3y

=1 +pl+2r _|_pl+3B =1 +pl+2(,r, +pB),
ou pgcd(r,p) =1, A= ZC;,p(l_l)H(l_‘g)r’ et B=""plp?
i=3
on a pged(r + pB,p) = 1, d’ou la récurrence.
Par conséquent, (1 —l—p)pt_k = 1+plr, avec 1 <k <t et pged(ry,p) = 1. On en déduit que

+ A. Comme pged(r,p) = 1,

t—1

_ P —_— —
T177 =T+pr=TetT+p’ =1+p "l £Tpour k=21

D’ott |ord(T+p) =p' 1|
x Montrons que (Z/p'Z)* = (g, 1+p) = (@) x 1+p) 2 Z/(p — 1)Z x Z/p'~'Z. Comme
(Z/p'Z)* est abélien, (g) et (I + p) sont distingués dans (Z/p!Z)*. De plus, ord(q) = p—1
et ord(T+p) = p'~!. Ainsi, on en déduit que

(@, 1+p) = (1) x (T+p) 2Z/(p - VL x L/p''Z|

D’apres le premier théoréme d’isomorphisme de groupes,

@1+p) o {d+p)
@  @n{T+p)’

On en déduit que

(@ 1+p)| = @—— =@ T+p)= - 1p'~" =00 = (Z/p'2)"|.

Dot |(Z/p'2)* = (g, T+ p) |

O
Corollaire 3.17. Gal(K/Q) = (Z/2Z x Zy) x [[(Z/(p — 1)Z x Zy).
p=>3
Preuve. D’aprés la proposition B13 et les lemmes B4, B4, B4,
Gal(K/Q) = [] Gal(T,/Q) = [] im(2/p"2)* = lim(2/2"2)* x ] lim(Z/p"2)*
peP peP p>3
= (2/2Z x §mZ/2"Z) x [[(Z/(p — 1)Z x Yim Z/p"Z)
p=>3
= (Z/27 x Lo) x [[(Z/(p — 1)Z x Zy).
p>3
D’ou le résultat.
O
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